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L(BIm Reologia

Bt hons e 01 < 0, < O3
Reologia jest to mechanika ciata
odksztatcalnego, ktora uwzglednia wptyw
czasu na zwigzki miedzy naprezeniami a
odksztatceniami. Do podstawowych
zagadnien reologicznych zaliczamy:
petzanie materiatow,relaksacje naprezen.
Petzaniem materiatu nazywa sie wzrost
Od_kSZta_*Ceh trwajfyCh pOd ijfywem Na wykresie pelzania wyrozniamy
dziatania statego obcigzenia w state] trzy/czésci:

temperaturze, zalezny od czasu dziatania ©4~petzanie nicustalone,

AB — petzanie ustalone,

tegO ObCiazenia' BZ — przy dostatecznie duzym

Przyktad dla polimeréw oraz otowiu zjawisko petzania (statym)  naprezeniu, nastepuje
zachodzi w temperaturze pokojowej, a dla stali w temperaturach gV\’/altowny’ WZrost o;lksztak;en,
wyzszych od 300°C. Badania doswiadczalne polegajg na kto’ry _ konczy si¢ zniszczeniem
rejestracji zmian odksztatcenia e w funkcji czasu t w statej probki.

temperaturze dla prébek poddanych okreslonemu obcigzeniu
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L(BIm Reologia réwnania podstawowe {1}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Granica pefzania Ra(r)"c jest to naprezenie, ktore po
uptywie czasu t w godzinach, w statej temperaturze [°C],
spowoduje trwate wydtuzenie a probki w procentach.

Wytrzymatosc na petzanie Rz(t)ocs jest to naprezenie,

ktore po uptywie czasu t w godzinach, w statej temperaturze
[°C], spowoduje zerwanie probki.

E=E, +¢E‘p1 +£‘p2

Calkowite odksztalcenie

£, —odksztatlcenie wywolane przylozeniem obciazenia ol

€, —odksztalcenie wywolane petzaniem nieustalonym, E, = E

€,, —odksztalcenie wywotane petzaniem ustalonym. S |
E, — wspolczynnik sprezystosci podtuzne; materiatu w dane;
temperaturze.

predkos¢ odksztalcenia ustalonego opisuje zaleznos¢:

& . =Bo" B,n-—stale zalezne od rodzaju materiatu 1 temperatury.

p2
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L(BIm Reologia réwnania podstawowe {2}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Jesli pominie si¢ wptyw odksztatcenia wywotanego odksztatceniem
nieustalonym to warunek na dopuszczalne odksztalcenie &, po uptywie
t; godzin statego naprezenia ow state] temperaturze ma postac:

o)
s +Bo't, < E iop

t

Po wstawieniu do powyzszego wyrazenia ¢ =k, otrzymuje si¢ tzw.

pelz

roOwnanie napre¢zenia dopuszczalnego przy petzaniu:

kl’
Eop = 5’2 + Bk t,

r pelz

f

/. réwnania tego mozna wyznaczy¢ napre¢zenie dopuszczalne przy
pelzaniu £,

nelz

Kryterium wytrzymatosci na petzanie ma postac:
R

z(t)°C

20 n — wspolczynnik bezpieczenstwa.
n
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L(BIm Reologia rownania podstawowe {3}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Jesli pominie si¢ wptyw odksztatcenia wywotanego odksztatceniem
nieustalonym to warunek na dopuszczalne odksztalcenie &, po uptywie
t; godzin statego naprezenia ow state] temperaturze ma postac:

o)
s +Bo't, < E iop

t

Po wstawieniu do powyzszego wyrazenia ¢ =k, otrzymuje si¢ tzw.

pelz

roOwnanie napre¢zenia dopuszczalnego przy petzaniu:

kl’
Eop = 5’2 + Bk t,

r pelz

f

/. réwnania tego mozna wyznaczy¢ napre¢zenie dopuszczalne przy
pelzaniu £,

nelz

Kryterium wytrzymatosci na petzanie ma postac:
R

z(t)°C

20 n — wspolczynnik bezpieczenstwa.
n
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L(BIm Reologia rownania podstawowe {4}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Relaksacja naprezen jest zjawiskiem wtornym, wynikajacym z petzania
materiatu, polegajacym na zmniejszeniu si¢ napr¢zen w o precie
poddanym dtugotrwatemu odksztatceniu o statej wartosci.

Jesli w wyrazeniu na catkowite odksztatcenie £ = ¢, +¢€,, + €,

C e o
przyymie si¢, ze: € =const, & = oraz E,+E,=E, to otrzyma

o
. . N 5
si¢ rOwnanie w postaci: O _ £, = const

t

Z zaleznosci te] wynika, ze wobec wzrostu & w miar¢ uptywu czasu ¢,
przy statej wartosci E,, napr¢zenie musi malec:

04 . ., . O
Po zrézniczkowaniu réwnania —-+&, =const wzgledem czasu

E
Oy :
1 uwzglednieniu zwiazku &,=Bo" ( przy €,=¢,) otrzymujemy

rdzniczkowe rownanie relaksacji napregzen:
-1 do
> dt = n
! BE, O
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L(BIm Reologia rownania podstawowe {5}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

I-n
Po scalkowaniu rownanie to bedzie miato postaé: s — -lo +C
BE 1-n

A po uwzglednieniu warunku poczatkowego r=0 — o=0,:

] ( 11 ]
(1-n)BE \o"" o,

W istocie myslg przewodnig reologii jest, ze wtasnosci mechaniczne ciat
rzeczywistych sg wynikiem udziatu poszczegolnych modeli prostych w ogolnym
zachowaniu sie materiatow.

Reologia zajmuje sie wiec budowaniem zwigzkow konstytutywnych (réwnan
fizycznych) podajacych zaleznosci pomiedzy lokalnymi zmiennymi stanu dla réznych
ciat. Ogolnie, rownania te majgq postac rownan catkowych, ktore w szczegolnych
przypadkach mozna sprowadzi¢ do rownan rozniczkowych.
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L(BIm Reologiczne modele podstawowe {1}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Reologia definiuje trzy podstawowe modele ciat odksztatcalnych:
1. Cialo Hooke’a (ciato liniowo sprgzyste), dla ktorego zachodzi

lintowy zwiazek migdzy naprezeniem o a odksztatceniem &
O

+—W-—

>

E

Modelem mechanicznym takiego ciata jest sprezyna, ktorej wydtuzenie
jest proporcjonalne do sily rozciagajace;.
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L(BIm Reologiczne modele podstawowe {2}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

2. Cialo Newtona (ciato lepkie), dla ktérego zachodzi liniowy zwiagzek

mi¢dzy napre¢zeniem o a predkoscia odksztatcenia € = %:
de gdzie:
O =1] E n — stata lepkosci
Oa
— >
’dg
dt

Modelem mechanicznym takiego ciata jest thumik olejowy, czyli ttoczek
z otworkami, przemieszczajacy si¢ w cylindrze wypelnionym olejem.
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L(BIm Reologiczne modele podstawowe {2}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

2. Cialo Newtona (ciato lepkie), dla ktérego zachodzi liniowy zwiagzek

mi¢dzy napre¢zeniem o a predkoscia odksztatcenia € = %:
de gdzie:
O =1] E n — stata lepkosci
Oa
— >
’dg
dt

Modelem mechanicznym takiego ciata jest thumik olejowy, czyli ttoczek
z otworkami, przemieszczajacy si¢ w cylindrze wypelnionym olejem.
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L(BIm Reologiczne modele podstawowe {3}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

3. Cialo de Saint-Venanta (ciato sztywno-plastyczne), ktore dla o< R,
nie ulega odksztalceniu (ciala sztywne), a przy o= R, odksztatcenia
trwale rosng nieograniczenie (ciato idealnie plastyczne).

Oa

|
/. ///i// /

>

E

Modelem mechanicznym takiego ciata jest wazki przedmiot przesuwany
po plaszczyznie z udziatem tarcia suchego.
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L(BIm Reologiczne modele podstawowe {3}

Teoria Sprezystosci

iPastyeznoss  MlOdele ciat odksztatcalnych tworzy sie z kombinacji trzech
prostych modeli reologicznych modeli prostych.

WW=—> Model Prandtla (sprezysto-plastyczny)

Ve |
v i £ _ _E_n &fe)
e G A ANt =8 —
Model Maxwella (sprezysto-lepki szeregowy)
) £ | £y
G rij G(t) G(t) [i j ;j £ R G(H)
7 22
Model Kelvina-Voighta Model Burgersa
(sprezysto-lepki rownolegty) (sprezysto-lepki szeregowo i réwnolegle)

Model dowolnie ztozony E Qr E Pz s P, O,
-wspotczynniki modeli
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Vo

Zestawienie modeli materiatow {1}

0

Politechnika Swigtokrzyska |,

model liniowo - sprezysty 40 model sztywno - plastyczny

y e !

Z>—’ VNN —O—= 6

' E=tgca 1 # o— 0

| ¢ NN ANAASN /NN
; -
model sztywno- plastyczny ze 16 .
ode( -
. wzmocnieniem Re T = m sprezysto - plastyczny
. E:Tgﬂ // E= _tga
, -\ \\—o0—0
6 a« |/ e TR TR
SRS TASTRYTR 0 "
model sprezysto - plastyczny ze
wzmocnieniem
Ef
, Ip—0
E-E
TRV
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci

i Plastycznosci

Zestawienie modeli materiatow {2}

Lp. Nazwa modelu Schemat modelu Opis modelu
1 | Sprezysty (Hooke'a) i E . o = Ee
2 | Plastyczny (Saint-Venanta) Re =0 dla ¢ <R,
VF——="ro0—>0 +>0 dla o = R
3 | Lepki (Newtona g = Ué
pki ( ) g ? g
) —J
M
4 | Plastyczny z ograniczeniem Emin € max e #0 dla 6 >R,
rﬂ_'——d 8:nc>(8¢0)>8min
Re
5 | Sprezysto-plastyczny 3 Re . 4 dia o <R,
N 27 \WV—>( E
* E e20dla oc=R
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Zestawienie modeli materiatow {3}

6 | Sz

tywno-sprezysty

/944

e=0dla ¢ < R,

e

o
ge=—dla ¢ 2 R
E»’

7 | Lepko-sprezysty (Maxwella)

o0

8 | Lepko-sprezysty (Kelvina-Voigta)

c=E-e+ ué

o]

9 | Lepko-plastyczny R ;i o dla o <R
=50 | _» e
> £¢=0 dla ¢ =R,

10 | Lepko-plastyczny (Binghama) R e=0dla ¢ <R,
Q | ee————— S e
\ —
N — 6
N I
N _lﬂ
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L(BIm Podstawowe obserwacje reologiczne {1}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

O A
E4

+1

| -

Zaleznos¢ odksztatcen od czasu
(predkosci przyktadania
obcigzenia)

Powierzchnia stanu reologicznego
f(o,e =0 (1)

Przekroje powierzchni odpowiadajg probom doswiadczalnym: proba petzania,
proba petzania z odcigzeniem, proba relaksacji, proba wytrzymatosci czasowej,
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L(BIm Podstawowe obserwacje reologiczne {2}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Préba petzania
9

O A

zadane jest state w czasie naprezenie, lub -
mowigc poprawnie| - zadana jest nastepujgca
historia naprezenia: o(f) =o_ H(f),
gdzie H (t) jest funkcjg Haeviside'a
H(t)= 0 dla t<0, H (t) = 1 dla t >=0.

o

Proba petzania

t Rozwiktanie funkcja stanu (1),
daje:
flo,e)=0 >o() =¢(t)/o, (2
gdzie o(f) nosi nazwe
- o -
" funkciji pel;anla
Funkcja Haeviside’a=m skokowa > +

r !
0Ww——mo0

2 -1 0 1 2
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&@[ﬁ] Podstawowe obserwacje reologiczne {3}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Proba pelzania zadana jest nastepujaca historia naprezenia:
z odcigzeniem c = o, [H(t) - H(t-7,)] ,
9
G4 gdzie 7, jest chwila odciazenia .
GIJ
1 e <typowe zachowanie si¢ materiatu
i wykazujacego
£ A B nawrét sprezysty (odcinek BC) i
niesprezysty (odcinek CD),
C b nazywany tez petzaniem odwrotnym.

{
Proba pefzania z odcigzeniem

Politechnika Swietokrzyska , Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci
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LM Podstawowe obserwacije reologiczne {4}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Préba zadana jest  historia  odksztatcenia
relaksacji > e=¢_H(f),
£ A
8 Q
..- . 4 . '
{ < odpowiedz materiatu w postaci
o funkcji relaksacji, bedace;

rozwigzaniem réwnania f (o, €0, f) =0 :
y(f)=o(t) ¢, .

Proba relaksacii
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L(BIm Podstawowe obserwacje reologiczne {5}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

przy zadanym naprezeniu (proba petzania),

Proba

wytrzymatoSci obcigzenie jest utrzymywane az do momentu

czasowej - Zniszczenia ,

C, 4 - Y
<schematyczna zaleznos¢

wytrzymatosci od wartosci czasu
potrzebnego do zniszczenia t, (z uwagi
na duze wartosci czasu t; przy matych
naprezeniach wykres ten podaje sie

Proba wytrzymatosci czasowe;
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci

?i/m?

220. 10°
200 -9
180 109
160 *10°
140 -10°
120 - 0°

b

Plastycznosci

™.

e

20 00 290 200 0 500 °C T

Zaleznos¢ modutu Younga od emperatury stali

‘ & 103
v / ek L
=387 MNm?
o : O = 281 M/m?
oo 2000 3000 b ¢
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£ =
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N A -—1

\\

Podstawowe obserwacje reologiczne {6}

=125 % /
¢ S

20 "/o/!
25% /s

05%/s
0037y &

Qos as0

Rozcigganie ofowiu przy réznych

predkosSciach naprezenie

<Krzywe petzania stali
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

i £ 4O0F
500
| 7 &ni
roa ’/_____;z_ 16 ol
5 — 28 dlni
” P e
/ ;’ B 80 dni
=l
00 // /
[ 1
100 200 oa $00 dni o

Relaksacja stali 2
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Podstawowe obserwacje reologiczne {7}

\

N
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L(BIm Warunki projektowania reologicznego

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

WiasciwosC zjawisk reologicznych, ktéra powoduje, ze zniszczenie materiatu
nastepuje przy dowolnej wartosci przytozonego naprezenia, pod warunkiem utrzymania
go odpowiednio diugo, jest jedng z najistotniejszych roznic w zachowaniu sie materiatow

reologicznych w stosunku do ciat 0 wiasnosciach niezaleznych od czasu
Klasyczny warunek projektowania ze wzglgdu na nieprzekroczenie naprezen : o,

<R, gdzie R jest naprezeniem charakterystycznym (dopuszczalnym), musi by¢ wiec
zastgpiony warunkiem

t ekspl < t R
Drugi z warunkéw projektowania (tzw. warunek uzytkowania), zadajacy ograniczenia
maksymalnych przemieszczen tez musi by¢ zmodyfikowany, przez dodanie
ograniczenia niewystgpienia tych przemieszczen w catym czasie eksploatacji konstrukcji
u ekspl (t<ekspl) S max
Dodatkowo, ze wzgledu na zjawisko relaksaciji (a wiec spadku naprezen przy statych
odksztatceniach), moze zajs¢ koniecznos¢ sprawdzenia warunku ograniczenia naprezen
od dotu min off) > o,

Z przypadkiem takim mamy do czynienia wowczas, gdy konieczne jest przeniesienie przez konstrukcje okreslonych sit,
np. sity naciggu w kablach sprezajacych
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D@[ﬁ] Zginanie belki z materiatu Kelvina {1}

Teoria Sprezystos
i Plastycznosci

odel Kehina 6 (f) = Ee()+né(r) .

Odksztaicenie — prawo Bernoulliego (r,k) — funkcje czasu: g, = - = kz

oI N

Z réwnania fizycznego 0}(17' , 1) = Ek (x y 1)Z+ ?ilfC(x 1)z,

M(x) = _[j'cr zdA = ” (Ekz+nkz)zdd = ET k(x N+nJ, kx, 1,

E
Catka ogoina powyzszego rownania f
ko(x, ) =

- krzywizna k
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L(BIm Zginanie belki z materiatu Kelvina {2}

Teoria Sprezystosci

iPI_asty ccccccc M x-
iz Catka szczegolna k(x, 1) = -H---E----)-
EJ,
wiec catka ogolna : f E
} k(x, 1) = iE(ij Fee '
Z modelu Kelvina: dla t=0 -> e=0 -> k(x,t)=0 -> ’
b oy M® E,
(xs t) = E (1 —~€ n )
M) 7y
Réwnanie fizyczne spelnia wiec %> = J, ‘ (nie zalezy od czasu)
L 1 M (x) E
ZzaleznoSci Kk{x, 1) = ——— = w'(x. ) mamy " & D= (I-e2").
o(x. 1) (x, 1) y EJ,

Jesli dana jest funkcja M(x), to catkowanie funkcji ugiecia daje:

- E
w(x, ) = Wepr () (1 —-e".i") ,  gdzie wg, — ugigcie sprezyste
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L(BIm Zginanie belki z materiatu Kelvina {3}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

W konkretnym przypadku -

5, llll!lllllll."llll |

. w(x f) = E’.4EJ (x —21x° +l3x)(1 —e"n') /N _
o 9 . | o
= 324-109 N-s/mi e PO
e =2 (e
5 -3 Yol = , : _"'""_f n.
f(t) g‘éz*ﬁ(l _1 4110-3 ’) f;pr(l 3—1‘10 t) _ ) 364 .EJ’ '
el o0 | 100 | o | 260 | 3000 | 3600
Fe) § o ik - | |
SO~ ) oe | os | 0% | os | o | 0w
fspr ' : , : '
_ N e < Funkcja ugiecia w czasie
90 20 30 40 50 60 min t
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