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&@DD Typy nieliniowosci w ZB MC

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

W celu objecia analizg innych niz lintowo sprezyste materiatow, ale takze
konstrukcji w ktorych wywotane sg naprgzenia, ktore nie sg lintowa funkcja
odksztatcen, odchodzimy od zatozenia podstawowego zatozenia TS: tj.
zalozenia ,,lintowosc1”.

Wydzielimy trzy typy nielintowosci:

1. fizyczna—> zwigzek miedzy naprezeniami i odksztatceniami jest nicliniowy
(nieliniowe-sprezyste, plastyczne, kruche, lepkie itd.) - wyktad 2,3

2. geometryczna = zwiazek miedzy odksztatceniami i przemieszczeniami jest
nieliniowy (rownania geometryczne {3} > wykltad 2,3 -

(e11+1)* = 142¢,

(odejscie od zatozenia matych przemieszczen - np. zjawisko utraty statecznosci,
analiza- P — A

3. strukturalna = zwigzek obciazeniami i przemieszczeniami jest uwiklany (np.
elementy tylko rozciggane, podtoze sprezyste jednostronne)

W niniejszym wykladzie bedziemy zaymowali si¢ nieliniowosciami fizycznymi
—nieliniowym prawem fizycznym materialu bryly , opisanym rownaniem
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&@DD Podstawowe modele ciata plastycznego

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

W teor1 plastycznosci zazwyczaj pomija si¢ roznice¢ pomie¢dzy granica sprezystosci,
a granicg plastycznosci, przyymujac , ze uplastycznienie ciata rozpoczyna si¢ na
icy plast SCl —
granicy plastycznosci fy (_ Re)

6 -
[2] :
Re . -—-.-- Pe —— [2] ‘_.-"'_‘
1 _ o=0(¢) Re -~
f1 o=o0(¢) -
¢ EE(—OSé‘Sé‘p' - Eg(._-oggggp
- |0-Re=E(6—¢p)«¢e>¢,
I Re¢—¢>¢ i - |
f ‘f [2]
c £ &, &
Materiat idealnie sprezysto- Materiat sprezysto- \aterial sztywno-plastyczny
plastyczny (Prandtla) plastyczny ze 7e Wzmochienim

wzmocnieniem
Doswiadczenie przy prostym rozcigganiu 1 schematyzacja
teoretyczna
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&@DD Charakterystyczne cecha odksztaicen

Teoria Sprezystosci
| Plastyeznose plastycznych — sa trwate
1. sprezystos¢=> po odcigzeniu punkt nie doznaje trwatych odksztatcen funkcja
, czyli przy obcigzeniu 1 odcigzeniu funkcjac o =0o(g) Jestidentyczna
Wartos¢ napre¢zen jednoznacznie okresla odksztatcenia
2. plastyczno$¢—> Proces obcigzenia przebiega nicliniow0, a proces odciazenia
liniowo. W procesie odksztatcenia sprezysto-plastycznego istnieje
niejednoznacznos¢ pomi¢dzy naprgzeniami 1 odksztalceniami.Aby okreslic
odksztatcenia nie wystarczy zna¢ wartos¢ odksztatcenia, ale takze trzeba znac
droge po ktorej doszlismy do tego naprezenia—> efekt Bauschingera
(1880)[zakres sprezysty nie zmniejsza sie ani nie zwicksza, a jedynie ulega brzesunieciu.
< -
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&@DD Interpretacja odksztatcen trwatych

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

W procesie odksztatcen trwatych ksztalt ciata nie wraca do pierwotnej postaci

Oznacza to, ze czasteczki doznaty nieodwracalnych wzglednych przemieszczen

Linie Lidersa — w stanie plastycznym na powierzchni probki pojawiajg si¢ cienkie ,
jasne 1 ciemne, nachylone pod katem 45°do osi probki.

/naczy to, ze w ptaszczyznach tych linii nastepuje intensywne Scinanie materiatu. W
modelu przyymiemy, ze probka ztozona jest z oddzielnych ptytek utozonych pod
katem 45°, ktore slizgaja sie po sobie. Poslizg jest wynikiem zlozonego procesu,

‘zachodzi w krystalicznej siatce kazdego ziarna oraz w matertii
1 Izykrystalicznej. Najczeéciej thumaczy sie go obecnoscia dyslokacji w siatce.
okacja to wada siatki regularnej, polegajagca na wystepowaniu dodatkowego
nka atomow (na rys. dyslokacja=odcinek AB, a obszar zdeformowanych
10w zakreskowano > dvslokacia wedruje w prawo AB->A’B’->A”B”, itd
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&@DD Intensywnos¢ odksztatcen — naprezeniem

Teoria Sprezystosci
| Piastyeznose zastepczym — hipotezy wytezeniowe

Miara wytezenia (= naprezenia zastepcze)

Hipoteza: Ztozony , wieloosiowy stan naprezen mozna scharakteryzowac¢ miarg
wytezenia, naprezeniem ktore wywoluje taki sam efekt w dowolnym stanie
napregzenia, a w szczegolnosci w jednoosiowym stanie naprezenia, co pozwala a
prosty sposob uogdlni¢ wyniki badan prostego rozciggania.

Miara wytezenia zalezy od hipotezy wytezeniowej:

e (historyczna) = hipoteza Galileusza(1632) (: )
e —>hipoteza Hubera(1904)-Misesa-Hencky (:
)
3. = hipoteza Coulomba (1776) Treski(1872)-Guesta(1900) (
)
Hipoteza Galileusza ma znaczenie historyczne, bo nie potwierdza jej doSwiadczenia,
np. 1) dla wszechstronnego Sciskania 01=0p=03=—C
nie jesteSmy w stanie zniszczy¢ bryly, (wtym uplastyczni¢ jakiegokolwiek jej
punktu) %
2) dla prostego skrecania) — 01=7,0p=—T=03=0 ‘ {
juz przy R./2 nastapi uplastycznienie (wg hipotezy G przy R, L : é‘
™ ) /’ e ] | _ 2
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Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

&@[ﬁ] Hipoteza Coulomba-Treski —Guesta C-T-G

Doswiadczenia

1) Sciskania préby betonowej =2

2) rozciaganie proby stalowej linie Lidersa €
<z wyktadu 2,3 — w plaszczyznach zniszczen
dzialgja maksymalne naprezenie styczne / '
Hipoteza C-T-G: x |

[2]

Miara wytezenia C-T-G

Cy—0,

2

0,—0;

2

03— 0,

2

’ ’

m(“’)c-r—‘o = max(

)-

stan zlozony

proste rozciaganie m(W)gog-g = lo, |

—

5
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&@[ﬁ] Hipoteza H-T-G — interpretacja geometryczna

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Prac konstrukcji bedzie bezpieczna jesli w kazdym punkcie zachodzi nierownos¢

max( G, —0, ’ 0y—03| |oy—0, <§_k
2 2 ’ 2 )
—0'1—0'2 < R;k 0,—03 Rk 0,— 0, Rk
2 = 2 ’ 2 == 2 s 2 g '5— .
. ' o
Graniastostup I & rrti O T
C-T-G Przekroy C-T-
Ry —f
1 . . R*

!
e .
4

S

[2] -
[2]
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&@DD Hipoteza Hubera-Misesa-Hencky H-M-H

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Oryginalnie sformutowana przez Hubera w rozwazaniach

na temat wszechstronnego $ciskania.
Hipoteza H-M-H:

Miara wytezenia C-T-G:

14v
m(w)y = P, = 'ng" [(0'1“0'2)2+(°'z"°'3)2+(01"0'3)2]
1+v 1+v
IH(W) = EE“— O"f m(wmcb)H = E-Rk

Prac konstrukcji bedzie bezpieczna jesli w kaZdym punkcie zachodzi nierownos¢

I+v 14-v
' [(0'1“02)2'*‘(02“0'3)24'(51""0'3)2] 3E

R
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LLaS[m

Hipoteza H-M-H — interpretacja geometryczna

i Plastycznosci

§ 6

Walec H-M- ; 6y =--=
H=obwiednia [ / ';
graniastostup A -
C-T-G |

[2]

1 ) ) 3
75\/(0'1"‘0'2) +(02"0'3_) +{0,—03)" <R .

1 ' .
ﬁ\/(a'x-——a,)z+(o',-—o',)2+(6x-—a,)2+6(t§,+ 2 +12)<R, .

‘ | (1)
/ 1)Nie wymaga znajomosci naprezen gtownych

2) Jest krzywa ciagla (bez punktow nieciagtosci — obliczenia OK
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&EEWDD Porownania hipotez {1}
Pokazane hipotezy dotycza materiatow wlasnosci sprezysto-plastyczne, ktore cechuje
rownos$¢ naprezen niebezpiecznych, otrzymanych z prob rozciggania i Sciskania. Nie
dotycza wigc materialow kruchych, takich jak\: zeliwo, kamien, cegla, beton. Hipotezy dla
materiatow kruchych (korzystajace z przedstawionych idei): Rankine’1(1856),
Clebscha(1862), Burzynskiego(1928), Davidenkova-Friedmana(1944),

Petczynskiego(1951), a takze teoria Mohra, ktora przedstawimy w dalszej czesci.

. Taki warunek przyjmujemy w teorii
plastycznosci MIMO, z¢ wyrazenie n~ ~=~=~in wantons vy rinlifoasy o e nsnt e
sprezystosci (uzyliSmy prawa Hooke’ [
Dopuszczalno$¢ AN
analogii potwierdza doswiadczenie !-
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LLaS[m

Teons presysos Poréwnania hipotez {2}
Po uporzadkowaniu naprezen glownych, tak, aby ~ O1 =209 2 03
Wowczas warunki wytrzymatosciowe wg roznych hipotez przyjma postac:
0‘1$.IRI;| ) ' , . ' G: a'o — 0'1 .

61— 03[Ry, C-T-G- =0
- - . 0= 1——03’

01— 0,2+ (01 —04)°+(0,— ;) <IR | 7
g\/‘\ﬂ 1=02)*+(01=05)* + (02— 03)* IRy ; H-M-H: Go=‘ﬁ«/(ﬁ'-02)2'+(”1,“0‘3)2+(Uz—03)2=

Stad uzasadnienie nazywania lewych stron ,,napr¢zeniem zast¢pczym™ O

Naprezenie zastepcze H-M-Hw TP nazywa si¢ czesto intensywnoscig naprezenia Oj

2 2 2 ' 2 2 2
Ui=]/°'x+ay+Gz"'Uxoy_ayaz_azax+3(Txy+ryz+rzx)

Warunek plastycznosci (powierzchnia plastycznosci) H-M-H przyjmie postac

oy = f(ep), 2)

- .
]/sx +8; -j—eZ — ExEy — EyEy — 78y +-§_—(7§y+ ?;z"l"?’:x).

)
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&@Eﬁ] Hipotezy — przyktad liczbowy {1}

O iastyeznonc - _
R . . 100 40 -20
a macierzy naprezen w punkcie
wyznaczy¢ naprezenia zastepcze [G] =1 40 50 30 IMPa
W(g hipotez, G, C-T-G i H-M-H
-20 30 -10

1. Napre¢zenia gtdwne macierzy naprezen(wyktad 2,3) wynosza:

=122,2MPa, 6, =4,94MPa, 03 =-31,/MPa

2. Naprezenie zastepeze G, C-T-G | H-M=-H Wynosza Wie;c

~— wedlug l'upotczy G: . Cg = 122 2 MN/m' - .
—_— wedlug hlpotezy C—T—G = 122 2— ( 31,7) 153 9Mme’

— wedlug hipotez H—M—- f .
potezy H: oy = Jz J(xzzz 494)=+(122,z+31.7)=+(494+31,7)---- |

= 1333 MN/mh.
Charakterystyki materiatu: R, =120- MPa, Ry =130MPa, R, =200- MPa

Ze wszystkich hipotez wynika, ze punkt ciata jest poza granicg plastycznosci.

Whniosek Jesli macierz naprgzen zostala wyznaczona na podstawie rozwigzania zagadnienia
brzegowego fizykalnie liniowej teorii sprezystosci, to rozwigzanie (statyki) jest
NIEPOPRAWNE.
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LLaS[m

Hipotezy — przyktad liczbowy {2}

i Plastycznosci

Podac naprezenia zastepcze w punktach belki zginanej poprzecznie.
Macierz naprgzen w belce zginanej poprzecznie ma postac:

o O Gyl
lc]=| 0 0 0O
7 0 0
Naprezenia gtowne: = sz + %\/03 + 4’L'zxy ,Op = 0, O3 = GZX _

Naprezenia zastepcze wynoszg wigc

C—T—G:GOZ\/O'X +4T XY s
H-M-H:op=

2
/Gx + 372X

|
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LLaS[m

roona Sprazystose Wytezeniowa teoria Mohra {1}
i Plastycznosci
Moze by¢ stosowana do cial kruchych
Wykonajmy nast¢pujaca konstrukcje: 1) Wezmy dowolng macierz naprezen 1 zwigkszamy
proporcjonalnie elementy macierzy naprezen, az do takich wartosci, dla ktorych osiggniemy
jeden ze stanOw niebezpiecznych i dla tych wartosci rysujemy najwigksze koto Mohra.
14

| xa x@ :
2
Koy .

& bv

G-4lu 4 |
1) Postepujac wgl) dla kolejnych macierzy naprgzen — uzyskamy obwiedni¢ kot Mohra

rys)

Ksztalt obwiedni zalezy od materiatu, dlatego obwiednia taka bedzie pewng jego
charakterystyka. JeslibySmy dla danego materialu mieli takg obwiednie, to mozna wowczas
dla kazdej macierzy naprgzen wyznaczy¢ odpowiednie koto Mohra, a nastgpnie tak

zwigkszac proporcjonalnie naprezenie gtowne, by koto byto styczne do obwiedni (koto
grzniczne).

Widac stad, ze do wyznaczenia stanu niebezpiecznego nie jst potrzebna zadna hipoteza.
i ' oy i€, Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci
Naprezenia-glowne:




Teons presysos Wytezeniowa teoria Mohra {2}
Obwiedni¢ mozemy skonstruowa¢ w
nastepujacy sposob: 1) rysujemy kota dla
dwu przypadkow prostych, znanych z
doswiadczenia, np. proste rozcigganie

, proste Sciskanie, 03 = _ch1 01 =09 = 0,

(712 er,O'2=(73=O,

(linie przerywane) A7
<L . F
”~ - ﬁ\\ - > ~ c

-/ G \"\ e £

I/ \\ // -

I I Y 1 y YA - \ -
| Roe & Rf’: flﬂ - c

Obwiedni kot Mohra wyznaczamy jako aproksymacje linia styczng do obu wyznaczonych

kot prostych.
Dla dowolnego stanu naprezen - koto linig grubg) — mnozymy elementy naprezen, tak,
by koto byto styczne do prostej aproksymujacej obwiednie — koto ostatnie, narysowane
linig cienkg. Z konstrukcji wynika, ze naprezenie zastepcze wg teorii Mohra wynosi:
Rir. Dla materiatu rtownowytrzymatego, k=1 1 napr¢zenia
ke zastepcze sg takie jak wedlug hipotezy C-T-G
ﬂﬁ%iﬂﬂﬂym@‘ Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci
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&@DD Hipotezy — przyktad liczbowy {3}

i Plastycznosci

Obliczy¢ napreznie zredukowane dla zeliwa, dla ktorego

Ry = Ry =150MPa, Ry = R, =330MPa

Macierz naprgzen w punkcie zadaniu 1

Mamy ¢

_ _ 1500
WiQCZ 1=122,2MPa,o» ——31,7MPa,k—m—O,455

Op =071 — k(72 2122,2 — 0,455(—31,7) :136,6MPa
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LLaS[m

rooria Sprazystose Podstawowe teorie plastycznosci {1}

i Plastycznosci

Teorie plastycznosci roznig si¢ ponadto od teorii sprezystosci zwigzkami migdzy
naprezeniami | odksztatlceniami, albo ich przyrostami lub pochodnymi wzglgdem czasu.
Przyjmuje si¢ przy tym , ze prawo zmiany objetosci = (Wyklad 2,3) pozostaje w mocy
(zmiana objetosci jest czysto sprezysta). Roznice uwidaczniajg sie W prawie zmiany
postaci. Ogolne, liniowe prawo zmiany postaci mozna zapisaé W postaci:

ang—{— az‘D&'+a3D3+a4Délﬁ0, (3).

gdzie jednak tylko trzy ze wspotczynnikow a; sa wielkosciami statymi, jeden jest pewna
funkcja odksztatcen lun naprezen, chwilowo nieznang, ktérag mozna okresli¢ za pomocg
dodatkowego réwnania warunku plastycznosci (2). Przyjmujac w réwnaniu(3)

otrzymujemy réwnanie teorii plastyczno$ci Levy’ego-Misesa 3 =ay = 0, a, = 1 ag = ]

D. =D
% ° @)

Uwzgledniajac dodatkowo odksztalcenia sprezyste przez przyjecie dy = 2G
otrzymujemy rownanie teorii plastyczno$ci Prandtla-Reussa
_ 1
D, = ﬂDG + - D (5)

2G ~°
g o
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&EE@DD Podstawowe teorie plastycznosci {2}

i Plastycznosci
Teorie plastycznosci Levy’ego-Misesa i Prandtla-Reussa sa z grupy
teorii plastycznego ptyniecia. Wyr6znikiem tych teorii jest to , ze uwzgledniajg predkosci
dewiatora odksztatcenia.
Przyjmujac a,=a,=0a=La=—9¢

otrzymujemy rownania teorii plastycznosci Hencky’ego-lljuszina:

D.=¢D, ()

Zwanej teorig matych sprezysto-plastycznych odksztalcen 21ub
W réwnaniach (5) 1 (6) niewiadomg funkcja, ktorg chcemy wyznaczy¢ jest P
Dla przyktadu podamy metod¢ wyznaczania funkcji- parametru w rownaniu Leviego-Misesa.
W przypadku materiatu idealnie plastycznego.

Oznaczmy sktadowe normalne dewiatoréw naprezen 1 predkosci odksztatcen przez
Sktadowe styczne sg rowne wprost odpowiednim sktadowym

[ J
Op:¢D
r=0jj,712=¢j(i # j)
Mnozac kazde z dziewieciu rownan (5) przez odpowiednia sktadowg dewiatora naprezen 1
sumujg stronami otrzymujemy

(71) OxD éxD + Oypéyp T Ozp ézp + Txy 3:’xy + Tyz Vyz + Tzx Vox =
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LLaS[m

Podstawowe teorie plastycznosci {3}

i Plastycznosci

= A [O‘iD -}- G;D + 0'2}_) + Z(Tiy + T%y -+ T:.x)] y (7p)

Lewa strona rownania (71) przez analogi¢ do energii sprezystej nazywna jest moca
odksztatcenia plastycznego i oznaczana przez W

Intensywnosc¢ naprezen daje si¢ wyrazi€ przez sktadowe dewiatora napr¢zen w postaci:

B l/g" I/O:D 4 Oyp + 02p + 2 (Txy + Tyz - Tox)

Zatem w przypadku materiatu idealnig p]agfygmeg@téwnanie (71=Tp) przyjmie postac

W =2 /1f 2 )= 3W
212
Powyzsze zwigzki definiujg uktad rownan, w ktorych po obu stronach wystepuja
pochodne wzgledem czasu. Mnozac je formalnie prze dt, rugujemy czas w zupetnosci,
uzyskujac zwigzki w postaci

ngD — 232 (oxp dexp + O‘_J’D deyp + 0zp dezp + Txy AYxy + Tyz AVyz + Tzx dV2x)0xDs }
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LLaS[m

roons Soresyetnse Podstawowe teorie plastycznosci {4}

i Plastycznosci

Posta¢ zwigzkow (8) dowodzi, ze czas w tej teorui plastycznosci

jest czynnikiem ubocznym, a skala czasu nie ma zadnego znaczenia. , w
przeciwienstwie do zwigzkow reologicznych, (o ktorych w dalszej czgsci
wyktadu).

Powyzsze zwigzki opisujg proces obcigzania.

Proces odcigzania: przyymuje si¢, ze ma on charakter sprezysty, czyli ze przy
odcigzaniu przyrosty (ujemne) naprezen sg proporcjonalne do przyrostow
odksztatcen. Odpowiednie prawo zmiany postaci mozna zapisa¢ wzorem ogolnym
w postaci rozniczkowe]

1
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Wynika stad, jezeli dewiator naprezen 1 dewiator odksztalcen w chwili
rozpoczecia sie procesu odciazenia oznaczymy D, i Dg tO

De— D, = —I—I(D(, — D).
2G

Prawo zmiany objetosci pozostaje oczywiscie w postaci standardowej TS
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