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&@DD Wprowadzenie do MES

Kanoniczne réwnanie Ritza fundamentalnym réwnaniem

MES

Kanoniczne rownanie metody Ritza (33) jest tez fundamentalnym
rownaniem MES

Kllal = Fy| + |Fal.
k] | [BIT(E]B]aldV

Fol= | INTPlav,

IF = / V" g JdA,
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&@[ﬁ] Wprowadzenie do MES

i Plastycznosci

Fundamentalne zalozenie MES

Istota konwencjonalnej metody elementow skonczonych polega na specjal-
nym wyborze wspétczynnikow |a| w aproksymacji (23).

Mianowicie jako takie stale wybiera sie przemieszczenia weztéw elementu
skonczonego u'®). Zaleznosci z poprzedniego rozdziatu zapisuje sie dla kaz-
dego elementu skonczonego (e):

W gdzie n- liczba skladowych przemieszczenia punktu (w przestrzeni n=3); N-
o (1) liczba elementow skoriczonych. Rownanie (23) mozna zapisac wige w postaci:
(D
a| =ul® =| ... ,
(V) € €
mo |l = [NT ) 35
1y (V)
(V)
Un Nzxn
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E@[ﬁ] Wprowadzenie do MES
Macierz ksztaltu elementu

Zwykle przyjmuje sie, nastepujaca aproksymacje przemieszczen wewnatrz
elementu v = u(xy, T2, x3):

ul = [ (36)

gdzie ¢ = @((x1,x2,23) sa tunkcjami przemieszczen, a wektor|a| zostal
wprowadzony jako pomocnicza zmienna, ktéra zostanie zredukowana w spo-
sob pokazany nizej.

Dla wezta (I) mamy:

u(zt?, 28, 2§)| = [u?] = [p(ai”, 2" 2{ o] = =[] - |al. (37)
Zapisujac podobnie dla pozostalych weztdéw,otrzymamy:
(D) T )
(J) (/) 38
u® =| " | =[Ollal, gdzie [C]=| " (38)
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E@[ﬁ] Wprowadzenie do MES
Macierz ksztaltu elementu

Z powyzsze] zaleznosci wyznaczamy pomocniczy wektor |

Podstawiajac uzyskanag zaleznosé do (36) otrzymamy
ul = [P][C] M| = [N]|u!?],  (40)
sdzie [N] nazywa sic macierza ksztaltu, krtéra zapiszemy w postaci:
[N] = [ND, N® N,
gdzie -

Ny D N )
IND = | Nyt @D Ny Npg (D
)
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&@[ﬁ] Wprowadzenie do MES

i Plastycznosci

Dobor funkcji przemieszczen

Funkcje przemieszczen powinny by¢ tak dobrane, by:

1) nie pozwalaly na wytworzenie sie stanu naprezenia w elemencie, jei prze-
mieszczenia weztow powoduja jedynie ruch elementu jako ciata sztywnego
2) w sytuacji zgodno$ci przemieszczen weztow z warunkiem statych odksztat-
cen mozna byto zrealizowac te state odksztatcenia

3) odksztalcenia na granicy elementu byly skonczone.
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s Wprowadzenie do MES

Teo Spey
PI stycz

Rownania kanoniczne elementu

Kanoniczne réwnanie metody Ritza (33) w odniesieniu do elementu skon-
czonego, przyjmie postac:

k]| = |Fy|© + |[Fa)©), (a1)

gdzie

k@ L kN ]
[K]©) = [k;;]© = (42)
ki kv
(&) _ | p(®) e
By = [Fyl =] ..
FVN(e) (43)
gdzie: N-liczba weztéw elementu skonczonego.
Fal(e)
Fal© = |F9=| ..
F(©) (44)
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&@[ﬁ] Wprowadzenie do MES

i Plastycznosci

Rownania kanoniczne calej konstrukcji

Roéwnanie kanoniczne dla calej konstrukeji zapiszemy w postaci:

Kl|u| = |Fy| 4+ |Fal|, (@5

gdzie sktadanie rozwigzan z elementow skonczonych polega na szczegolnym
”sumowaniu” macierzy sztywnosci [k](¢), wektora sit masowych |Fy(¢)| oraz
wektora sil powierzchniowych |F4(®)|:

\rv)

[Kij) = > (ki) (46)
(1)

(n)

| — 1(e)
[ Eyvi| = Z[FV%] o (47)
(1)
Sumowanie dotyczy blokow macierzy sztywnosci 1 wektorow rownowaznikow (n)

weztowych "przylegtych” do weztow globalnych. Sposob sktadania rozwiazan 1 1(e) A
pokazemy na przyktadach. |F Az| — Z[F A@] , (48)

£
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[LAS[ Przykiad belki na sprezystym podtozu

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

%
:%”L‘ w 1™, Zadanie 1 (pomocnicze)
AP Wi ®  Okresli¢ funkcje ksztaltu elementu (e) preta prostego

5\-:;4@4\( 7 bez uwzgl ednienia wplywu przemieszczeri
- ' poziomych na katy obrotu i ugiecia elementu
fapr wobt | : § .
| \'!'f;]o | Pole przemieszczen u(x) wewnatrz elementu skoriczonego,
welfoss o = zgodnie z fundamentalnym zatozeniem metody elementow
R S skoriczonych przyjmuje sie w postaci:
[Pe=1]
T ©
| w(x)-ﬂ—zl‘—-:!-f; i u (X) — [N ] o u (49)
I | B . _ (e)
s 42,1 Gdzie — [N] macierz ksztaltu elementu, Uy
:;;Zé:, P=0 W
Pl _
- - ’—' 1‘”1.2( u QL
W= ﬁ-&(&:ix)“.zd;ﬁ’ ) [N ] N
et te W Us
B |
———— = W»
W=(!rr)+.l$.'~“;"”"_%l3
D2
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

%
Lug ) Wa
L) il
W(x) P,

- =
-— - ’—' 1 W‘Lz(

= A-30c% 2 (o

LX) r

-

¥ ’ gy
w= (!r)!) +-1Q6&1-—(%%)—3

Przyktad belki

X
1_|

0 | -(1-x+2t= (=9

2 3
| |
2 3
X=2° +7,
|

13007, (-’

|2 13

|2

Rys.1 llustracja macierzy

ksztaltu elementu
pretowego
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Przemieszczenia pokazane na Rys.1. mozna uzyskac z rozwigzania rownania
rozniczkowego linii ugiecia przy braku obcigzenia na precie:

WV Z0 50
Ogolne rozwigzanie tego roOwnania jest funkcja:

w=C; +CoXx+ (33x2 + C4x3
State catkowania wyznaczymy z warunkow brzegowych:

W(0) =wy,w(l) =wp, 4 =1, 9 =g, gdzie 4 =Cp +2C5x+3C4x°

Otrzymujemy stad rOwnanie macierzowe: 10 0 O] CiL W
010 0/|C, ¢
1112 Blcy w
01 21 3°]C, o
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teori ia Sprezystosci
i Plastycznosci

Stad [C]> C, Wy
C, 1
C, :—2(71+3(W2—W1)|12 (51)
Cy ¢1|+2<02 —2(wp —wy)

Podstawiajgc wartosci stanu uzyskamy kolejne wyrazy macierzy [N]
Na przyktad dla:

2 3

Pozostate wyrazy znajdziemy analogicznie.
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[LAS[ Przykiad belki na sprezystym podtozu

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Zadanie 2 (pomocnicze)
Obliczy¢ macierz sztywnosci dla elementu preta z poprzedniego zadania.

Wprowadzmy pojecia uogolnionych naprezen oraz odksztatcen ‘G & ‘
, ktore wystepujg na poziomie przekroju preta. Za naprezenia uogolnione
przyjmiemy sify przekrojowe, natomiast odksztatcenia uogolnione odpowiadajqg
wielkosciom, ktorych 1loczyn z naprezeniami okresla prace wewnetrzng. W
przypadku zginania z rozcigganiem naprezenia uogolnione, to momenty zginajgce
M i sity osiowe N. Natomiast odksztalcenia uogolnione, to Krzywizna w” i

wydtuzenie wzgledne u’.
Znane zaleznosci ' |
M =+EJ,w',N=EAu N _|EA 07}0 0
M 0 EJ|O O
(52)
stanowiqg zwiqzki fizyczne. Znak (+) wystgpit wobec przyjetego uktadu wspotrzednych.
Zwiqzki te zapisaliSmy w zwartej formie spojnej z definicjami przyjetymi przy
rozwigzaniu ZBTS metodg Ritza: df

o =[E]-[o]-u
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LS Przyktad belki na sprezystym podiozu(s1)

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

skqd otrzymujemy wyrazenia na podstawowe macierze metody.

macierz Hooke a [E] [ macierz operatorow rozniczkowania [ 8]
wektor naprezen || i przemieszczen |

o5 ol 2] o

Macierz zgodnosci geometrycznej [B] obliczymy z definicji
df

o=l |

N
M

u

U=

(93)

W

i-x) o 0o (Y 0 0
' 2 33 2 @) (1-x2 . (1-%)° 1-x2 (-x3)|=
0 (1—3’;2+2’|‘3j (X_Z)(I+:(2j 0 (1—3 2 +2 ; ) (—(I—x)+2 —-

1) o o @) o 0
|0 (_|%+1|23X) (—‘I‘Jr?;() 0 (Ig+12(l'3—x)) (f_6(||EX)) (54)
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LS Przyktad belki na sprezystym podiozu(s1)

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Macierz sztywnosci [k](e) elementu (e) otrzymamy z definicji.

Macierz df

SZtyWNnosci e T

okresla sity [k ]( ) — j [B] [E ][ B ]dV (99)

przyweztowe w \Vj

funkcji |

K9 [e] [E]8 e
' weztow.

Zaleznosci te ) 0 )

e +EA 0 o -EA 0 0

mechanice EJ EJ EJ EJ

nazwg wWzorow 0 +6El L4E) 0 _6EJ +2EJ

transformacyjn [k ](e) I R A R 2

ych dla — EIA 0 0 EIA 0 0 (56)

elementy 0 -12E) _6E) 0 +12E) _gE)

sztywno- 13 12 13 12

sztywnego 0) +6'|52J +2E|J 0 —6 'IEZJ +4EIJ
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Zadanie 3 (pomocnicze)
Obliczy¢ macierz sztywnosci dla prostoliniowego, jednorodnego elementu,

obciqzonego sciskajgcq sitq osiowg. Ogolne rownanie rozniczkowe dla

jednego elementu skonczonego ma

4 | T',_ postac
___._...QT* s IO =R 4R
! H\R‘l
W,
T X
—

\ ’1( Macierz sztywnosci [k](e) mozna
okreslic, znajqgc zaleznos¢ pomiedzy
s sitami weztowymi e e
o FI9 = Fa @ /R [
Rys.2 Pret sciskany sitg P
a przemieszczeniami weztowymi .‘u‘(e)

Zaleznosci te dla zadanego zagadnienia (Rys.2) , okreslimy poprzez rozwigzania rownania
rozniczkowego preta sciskanego bez obcigzenia pomiedzy weztami

Ew'Y +Pw=0 (7
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teori ia Sprezystosci
i Plastycznosci

Po wprowadzeniu zmiennych E= X
O

d'w , z2d%w _q (57a)

/
W(E) =C; +CoAE+Cac0sAE+CySin AL
SN o) 1, Y = gyl w(0) = wy, W(D) = w,

de ~ P qe
AW _ 1 —CaA& + CyACOSAE -0 D
de = 2 3 4 0 2 0 2 |Cy el
\ 1 A cosA sini |[C3 w,
c| | 0 A —AsinA AcosA|C4 gl

c3 — [pl(sin A-AcosA)—eol (sinl;il—/l)+(wz —wl)/l(cos/l—/l)]‘/
21(1—003/1)—/12 sin A
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Poniewaz

M = Edw'= &) 3?; = £} (-Ca2® cos A& ~Cy4 47 sin A2),
T = |E§] 32\{5 = |E~°:] (—(:3@3 sin A& — C4i3 COSAS), / (55)

My =M(0) =5 (-C34"). Ty =T (0) = J/(-Ca2’)

M., =+ EJ @l (sin A—AcosA)—@ol (sin A—1)+(w5 —Wl)/l(cosﬂ/—/I)
1=

12 A(cosA—1)+sin? A j
Tl o E;;,] /12 (goll+gozl)(1—cos/1)+/l-sir; A(Wy —Wy)
I A(cosA-1)+sin“ A
itd. ...
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

A

Szczegolnie uzyteczne formuty o = %-.
o 2 (99)
znajdziemy dla =% o =
My = 6|2A2 (W —Wp) +45° Az +25° Ayppo

MZ = 6IIEéJA2(W1 —W2) +2EI'JA4@_|_ +4EIJA3¢2

T =12 I|E§]A1(W1 —W,) + 6'|52JA2 (oL +¢5),Tr ==Ty

gdzie:
1P

Ap=(atlga)Ay = 1445, g=1 P _xn [P
U LT 2 EJ T 2Py
2 1-actgo 60 EJ '’
Ag=3A,+Lact aajol—lmz
9= b pealer & R 72E]

3 1 @0 1 pp2 Per =73

krytyczne obcigzenie
,,eulerowskie
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Przyktad belki na sprezystym podioiu

12EJ A 6EJ A - _12EJ A 6EJ A
— 6EJ 4EJ __B6EJ 2EJ
My | 2 fe A A A g
12EJ 6EJ .~ 12EJ . 6EJ
T2 — |3 A |2 A | |3 Al |2 A Ws
M 6EJ 2EJ ~__BEJ AEJ
20| P A2 A Ay T Ag |92
(e) _ _ )
F =1kl -u Linearyzacja funkcji
[ 12EJ 6EJ 12EJ  6EJ | - -
R N B B
6EJ 4El | _6E) o EIJ 1 2| ] 1|
|2 12 510 15 _E,, 30
[k]_ _12EJ _6EJ ' 12EJ  6EJ P _6] _1 ] 6] 1
|3 |2 ‘ |3 |2 15 %‘0 51 210
0 28 - 4B 1o Tal T 15!
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Ostatecznie w celu uwzglednienia zwigzku obcigzen podtuznych od przemieszczen
poziomych weztow, uzupetnimy macierz sztywnosci o uzyskane wyniki i otrzymamy
Macierz sztywnosci preta zginanego i sciskanego

EA 0 0 -FEA 0 0
S 0 12|§JA1 GIEZJA 0 12|§JA1 GIEZJA
0 °FA, fPlAg | 0 -CSlA,  ZRA
M=l e T 0 e 0
0 12|§JA1 6|'52~’A2 0 12|,§JA1 GIEZJA
0 *FAy AL 0 A A
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Zadanie 4 (pomocnicze)
Obliczy¢ obcigzenie weztowe, gdy na pret prosty (ogolnie na krawedz elementu)
elementu), dziata obcigzenie ciggte pomiedzy weztami. obcigzonego Sciskajgcq sitg

osiowq . .
Obcigzenie miedzyweztowe

F@‘) wyznaczymy z definicji
w"“ﬂ:ﬁﬁ:ﬂ ‘Dq’ Mo df
q’U:Cb)@ FA — I[N] Jo dA
IN‘ I RL gdzie zgodnle z Rys.3. | = p(X)
™ a macierz ksztattu (zadanie pomocniczel -
Rys.3. Obcigzenie Wynosi [ [1_ 3x° 42 xsj
miedzyweztowe p(x) ' °

(27

[N]T= | x)2 )3
(1—3( X)” 4 2¢ I;‘))

|2

2 3
(— (1 —x)+280° (=0 )
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Przyktad belki na sprezystym podtozu

Z definicjidla g, = p=const mamy:
(1_3§+2§) Tl
X k-2 ”,
=<1 ) en | @
== =|p- 2 3 =
A Rz 0 (1—30_;() +2(|_|;() j I2
M5 2 3 2
(—('—X)”(']X) _(I—sz)j |12

Analogicznie mozna znalezc obcigzenie weztowe przy innych postaciach obcigzenia

miedzy weztami, np. dla Ay = P(X) = P+ (P2 — Pp)

!
Fal =(f)(p1 +(p2 - pl)%)'

(x—2X|2+X§j
I

1-x)? 1-x)°
(1_3( RPIC. j

(- (1-x)+200° ('_zx)s)
63) - )
%( pL+7p;) |
_ L (3p+2p,)
%( Py +7P2)
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teori ia Sprezystosci
i Plastycznosci

Zadanie 5 (pomocnicze)
Okresli¢ wektor rownowaznikow weztowych dla elementu belki spoczywajgcej na
sprezystym podtozu Winklera ze wspotczynnikiem sprezystosci podtoza

Z definicji sprezystego podtoza winklerowskiego, znamy jego odpor:

d,, = P(X) = —k - w(Xx). (63)

Poniewaz

w(x)=[N]-u® E, - —(})[N [TK[N]- u® dx = —k(})([N T [NJax)u®,

(@-3¢2+28%)]
Dla belki zginanej (& - 252 +§3)
mamy NTT[N]=| Ve T4 76 ) _
[IN]"[N] Ao | =X/
| =& a8
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[LaSEm Przyktad belki na sprezystym poditozu

Teori aSp rezystosci
i Plastycznosci

Po wykonaniu przypisanych dziatan i po obliczeniu catki oznaczonej (w
granicach od O0do I), mamy:

156 221 54 131 w

—131 314 —221 4% | o,

(64)
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LS Przykiad liczbowy 1

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Znalez¢ ugiecie 1 kat obrotu kornca wspornika metodg MES.

KV 4 ¥ [K]u=F

f /= 4
l\Fii 177 3 )
EJ""CONIS'{- )

- L | =

®7
[ 1o EJ EJ EJ EJ |
6E) 4B}  _gEl B 2
EJ EJ EJ EJ —
2
6IEZJ 28 1 6IEZJ 45 12
L ‘ | — 15
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Przyktad liczbowy 1

po rozpisaniu uktad kanoniczny przyjmie postac: r 15 g ' 12 6
IR T S
6 6
] I
lj_12 _6 12 _6
| I |
IR

Warunki brzegowe:

W]_:O,Ml :—(D_LK

uwzgledniamy przez odpowiednig modyfikacje rownania kanonicznego

1 0 o6 0 7wy 1 0
- _ 0 I
EJ 04612'26 ,¢:—q'6+_¢1K
1P T e T 210
0 2 -5 4| 9 6 O
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LS Przykiad liczbowy 1

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

w rezultacie modyfikacji: i KI -6 ) |
S B R a6
EJ —6 12 -6 |. _ -
N N M= 1|
2 P 4|7 6
Rozwigzanie tego uktadu rownan daje: ] 1 0
W _-ar’ I -|—_qI2 &
27 2K EJ 8
1 I
s ”
Uwaga:

1) dla statej sprezystosci podpory K=00 otrzymamy rozwigzanie dla wspornika
idealnie utwierdzonego,

2) dla K=0 ustréj jest mechanizmem. Swiadczy o tym fakt, ze wyznacznik ukladu=0 i
rownanie kanoniczne staje sie nieoznaczone.
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Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Przyktad liczbowy 2

Zadanie 7 (przykitad liczbowy)
Metoda MES obliczy¢ site krytyczng belki-stupa

1 Macierz sztywnosci uktadu 1-no

W elementowego ztozona z
s macierzy liniowej i [k]
J geometrycznej ]

Aan,

| EL =100 kN
EA (= po/wm?c’)

T

6 1 ~_6 1

E)  GEl | _1pB) B}  _ ] 5 10 5 10

2g 0 2 0 12 6 -12 6 1 2 1 1

. 65 48 -65 28 6 4 -6 2| [K]l=-P|=10 15 10 30
K== e 6o o 6879, 6 1 6 et 1
AT e B | 5 10 5 10

6El 2Bl _gEl 4Bl 6 2 -6 4 1o _ 1.1 2
R S 10 30 10 15 |

Politechnika Swigtokrzyska KM,KMiMK , Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci

29



LS Przykiad liczbowy 2

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Warunki brzegowe: wil=f1=0.uwzgledniamy poprzez modyfikacje macierzy sztywnosci,
czyli: wykreslenie wierSzy i kolumn odpowiadajgcych odebranym stopniom swobody.

k]= 100{

6 1
12 -6 6 -1

5 10

10 15 _

Z kryterium statecznosci Det[k]=0,

" 120000-520P+ 2 P2 =0 \
Per =100* 7 (13— 2/31) = 248,6kN
) 2
Sciste rozwigzanie tego zagadnienia, to: . Pcr —z"EJ _ 246,7kN

412
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[LdSm Przykiad tarczy

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

033 =013 =073=0

Plaszczyzmna srodkowa

i

1
!
i

i

]

i

]

¥
o
1

]

i

[

]
-1
]

i

[

’

1
i

[}

s

Ptaski stan naprezenie to taki, w kiGftym
sktadowe tensora naprezenia sg niezerowe
tylko w dwoch kierunkach na ptaszczyznie. Taki
~ stan naprezenia nazywamy stanem tarczowym,
choc od razu nalezy podkreslic, ze towarzyszy
mu przestrzenny stan odksztatcen

Plaski stan odksztatcenia .

31
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&@[ﬁ] Przyktad tarczy

i Plastycznosci

WX Funkcja ksztattu dla elementu tarczy
2

Zalozmy, ze
przemieszczenia wewnatrz
elementu sg liniowg funkcja
przemieszczen weztowych,
CO mozna zapisac w

postaci:
o
a3
U |1 X4 X 0 0 0 |a3
uz{o 0 0 1 x xj%
s
T

u=lel-a
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[LdSm Przykiad tarczy

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Macierz weztowych funkcji ksztattu wyznaczymy z formuty MES
u® =[cl a=a=[c]*-u®

Stad po uwzglednieniu |u| uzyskamy wyrazenie na funkcje ksztattu
elementu [N]

0 =pl el u® = [NJu® = [N]=[] [c]
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Przykiad tarczy

Formula ta rozwazanego przypadku przyjmie dla weztow 1,k

ul| |1 X x, 0 0 0 |m 1
u1‘ B 1 xJ xd 0 0 0 |as [C]= 1
uy [0 0 0 1 x xjjos 0
ut |1 % x5 0 0 0|2 1
u‘2< 0 0 O 1 {< x‘2<_056 0
Poniewaz d t[C] . 2 A _ai
(pgdwojone pole € — bi
wolkate) i iz i W2 1 g |c
A R (o e
b' = X — x5+, 0
ol = Xi+2 _ Xi+1 0
0

Politechnika Swigtokrzyska KM,KMiMK , Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci

X1 X5 0
0 0 1
I
X Xy 0
0 0 1
£ x50
0 0 1
0 al o0
0 cl o
' 0  al
b' 0 b
¢ o0 «c!

o
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Przykiad tarczy

Formula ta rozwazanego przypadku przyjmie dla weztow 1,k

ul| |1 X x, 0 0 0 |m 1
u1‘ B 1 xJ xd 0 0 0 |as [C]= 1
uy [0 0 0 1 x xjjos 0
ut |1 % x5 0 0 0|2 1
u‘2< 0 0 O 1 {< x‘2<_056 0
Poniewaz d t[C] . 2 A _ai
(pgdwojone pole € — bi
wolkate) i iz i W2 1 g |c
A R (o e
b' = X — x5+, 0
ol = Xi+2 _ Xi+1 0
0
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X1 X5 0
0 0 1
I
X Xy 0
0 0 1
£ x50
0 0 1
0 al o0
0 cl o
' 0  al
b' 0 b
¢ o0 «c!

o

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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&@[ﬁ] Przyktad tarczy

i Plastycznosci

Stad funkcja ksztattu:
IN]=[IN", INT, INKT

| 1 /4l i i
N'=5(a +b'Xxg +C'X)
NT =1 (al +blx +clx))
K

N =L (@ +b*x +c %)

Politechnika Swigtokrzyska KM,KMiMK , Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci
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&@[ﬁ] Przyktad tarczy

i Plastycznosci

Funkcje ksztattu mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;:

[N'==
L la +bhx +c'x 0 “al+hlx +clx 0 by + e, 0
| 0 a' +h'x +c'x, 0 al +blx +clx, 0 ak +b¥x +cx,
- _ ’ _
a a’ a

1 x X 0 0 O0]|c" 0o ¢/ 0 c* o
2410 0 0 1 x4 X||lo a o0 al o a
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Teoria Sp ezyzs':ggg: P rzy k*a d ta rczy

Macierz odksztatcen 1 naprezen dla elementu tarczy

£1 g

&= & =|D]-u=

2817
"9, /07

[B]lei B! B"MBi]zzlA 0 c'li=ijk
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&@[ﬁ] Przykiad tarczy

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Macierz zgodnosci geometryczne]

b' 0
L : :
[B]le' Bl B"MB']zzlA 0 c'li=ijk)
CI bi ai.:xlj-x‘é_—xzj-xf,
B 4 al=x- x2—xl2< $Xq,
ak_xl xg—xz X{,
b = xJ —xK,bJ =xK —xb bk =xb —xJ,
C —x{‘— Jed =xd - xf ek =x) —xd.

Macierz Hooke’a dla ptaskiego stanu naprezen

MacierZ@Zeﬁ /
(ot ) 1 v 0] |[b" 0 bl 0 bX o0
o= g:[E][B]-u(e):lEz v 0lXlo ¢ 0 ¢l 0 ¢
L | |
0

=~

O — <

1‘2V ¢ b ¢! pl ok pk
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&@[ﬁ] Przyktad tarczy

i Plastycznosci

Kii  Kij  Kik

Macierz sztywnosci elementu tarczy k]=|kji ki ki

[Ki=f[B]' [E]BJdv = [[B] [E]B] tdxydx, =[B] [E]B]-t-A
V A
t- grubos¢ elementu tarczowego, a -pole powierzchni elementu

r r 1 v 0]l 0
{b OC}E S

[kys ]= [Br]r[E][BS]-t-A: 1

> ; , ,Jv. 1 0|0 c”jA
AN 0 ¢ b [1v

OOl‘zvcsbS

RS | 1V ATAS RS | 11V ATRS
ko] E bib™+% e wem+5reh
40V [e'h® +1Vb'e®  c'e® + 1V b'b®
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&@[ﬁ] Przyktad tarczy

i Plastycznosci

Wektor sit weztowych od sit objetosciowych P

A = INT Pav =P

Wektor sit weztowych od sit powierzchniowych P,
’
P = JINT' py 0

0,0
Obciazenie (V,H) skupione w punkcie (X1, X2) = (X, X") P, =
mozemy zapisaC w postaci

\Y
- 004 =x0)5(x2 = x2)
1 x=x"

0
0— X#X FA(e) _ 21A[N ]T (ch)’xg)

0
gdzie operator Diraca S(X—X")=

V
H
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

H » 1

Y

Q

S

7"777'!?77';7—lr
Com,

Tarcza —przyktad liczbowy

1 2 3 4
A3 A5 2] &
1$5555¢
)
4« &“114«6.2
55&62?48—7(—
1133 d /3
8910“&‘"
41 M1|%44 I49.
i
I 2[5 245 2/ -}
1554551;6
~X]
WAL VALl WAL
49,4&49% Voo
13 15 46 X
42
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Tarcza —przyktad liczbowy

1 2 3 4
AL AT I Macierz sztywnosci elementu typu A Blement: typ A
< XQ_,
1 Q1 A y o —\.
Bl ’ié %ﬁﬁ wezel 1(=1): X% =0, X% =0 I3
Velfelval  wezet2=)): 42 9 2 24 .
1 1Myt 42y —IL\.
e o3 op L wezet 3=K): !
13 /3|45 ?’1;‘34_ Q ) X3:O’X§:4 Y ‘;X
Vaul Wl ; . L 1
f Ay LVqe Q - -
w1546 % £Mmienne pomocnicze pr _ x£+1 —x£+2
A bl X% - Xg 0
E Et _ 210°1 _ 400000 v:3:/ C _X1r+2_X1r+1 b2 k3_xl |4
T aaad) T M0l T 3 242 A=1,.4.2-4 17 272 7
=/ e=4 b7 o -xy)_”
@ -2
e 0:0+3(-2-0 10-(-2)+3%(-2)-0| / 0 2 x%—xf’ 0
BT 5204302 (-2)(-2)+30-0 0 4] |3 [2_xd| |2
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ﬂ,@[ﬁ] Tarcza —przykiad liczbowy

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

1 %'55 T % | Macierz sztywnosci elementu typu A
541 QQ“ :44_1 Kk _E O-(—4)+%(—2)'0 %O-O+%(—2)'4 _E 0 -3]
RATET "2 T 12).4430.0  (-20+%04 |T -2 0
8 o[ 12, i :
ol dll oy 0-(-4)+%(-2)-2 1,0-0+3%(-2-4| _[-3, 3
(N L (D) (A +50-2 (22+%0-(-4) | | 2 -4
VALY VA WAL
ala ol " r B
R % 0 0 -3 -3, 3
0 4 -2 0 2 -4

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

[k =,

3 -4 2 -6 -5 10

K]® = []® = []® =[] = [k]® = [k]& =[] =[] = [k]D = [k [ =[«]
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&@[ﬁ] Tarcza —przykiad liczbowy

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

s et Wezel 1) yd = o 3 =0
?3 3 /3

3 3
o |20Vl wezel 27):
y/ of/ s/ ¢ J) X12:O,X2 =0
1 1Myt 42y L\,
13 /3|15 51;3)4_ X1:OX2:4
w /16| /18 !
a4 ALYs & -

(~4)(-4) + 3,0-(-2) 1,0-(-4)-0+3;0-(-4)
LO0-(-4)+3(-4)-0  0-(-2)+%(-4)(-4)

16 O ‘—16 —4‘ 0 -2

[k]®) =k,
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T 7 | Macierz sztywno$ci elementu typu B

o

16 O
0O 6

|

-2 0 2 -4, 0 4 | K=K =K==k =[]*? = [k =[]*? = [k]*¥ = [k

-]
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Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Macierz sztywnosci
uktadu

1 2 3

Tarcza —przyktad liczbowy

1 2

(e)
= 2.k

ka3

0 0 i
k12 + R13 | 0

kg O

x|
=
w

k23 + k13 k12 + k13
O k23 + k13

== == === oio
O O O O o o o o

©O o oo oo o

o 0o 0
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0
0

Ky, +K13

O o oo o o

0

== == oioz—?_io o

 Ka k
ka1+kas

N R

16

3

q

4

o ® ¥ ©

1

5 2
13 /3

th |4
a1

1

L] v

3
L2 |2

i4
5 16

e
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&@DD Tarcza —przykiad liczbowy

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Macierz sztywnosci Ki,j — Zkij T3 215 34§
uktadu 3 k! = 3
7 8 | 9 10 11 12 | ® 1 3 -
0 0 0 0 o0 0 1 [y 1y G
o 0 o 0o 0 0o |2 { Q4 44 g
kap+ksy O 0 0o 0 0o 3 § ! ) ‘P
koitkay  kep o o 0o o 4 5 216 YI¥ 4 g
0 0 Kay 0 0 0 |5 3|3 3 /3
kiatkz 0 kpytkan kszaky 0 0 |6 Q 9 /o | ol =
- kA k12+k32 0 k21+k31 k32+k31 70 7 4 QJA 9\/ 4
Koitkas  Kmp 00 kntksy Kk |8 1 L MYt IH9Y
0 0 Kaj k12 +kgp ' ka2 0 9 3 ?) Q, 3) Q 3) Q; A
kiptkis 0 kiatkas  ka  kiztks 0 10 " /A
Kog+kiz  kio+kez 0 K12 +ko3 Ka kip +Kkgp | 11 13 by 15 {7
v kog 0 laatkes Kiathas  Kap |12 th |4/16 | /18 =
0 0 k13 k12+E13 0 0 13 1 '1 1
o 0 4.1 0 Keathis i kprkis 0 114 1 a4 2p4 2] v
0 0 0 0 koz+kiz ko +kiz |15 ‘ '6 46 X
0 0 0 0 0 kos | 16 d
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Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

o EREY L
5. Al A

5
ot
i

<

Politechnika Swietokrzyska KM,KM i MK ,

Tarcza —przyktad liczbowy

13 14 15 16 | ® —
kjg+kia kiz | O 0 |13 kAg B k22 + K33 + k33
Kot ';Ad | :12 ko 14k =kgq+ ki1 +ks3
0 21 ' Kpg k12 |15 - -
0 0 ko1 koo |16 kAp — k22 + k33 + k22

kAd = kll + R]_]_ + R22

ka =ko2 +Kkyq + K11+ kzg+ka3z+Kkyo

Macierz sztywnosci tarczy

1 2 3 4 5 6 7 8
U4 uz U4 uz Ui uz2 U4 uz U4 uz Ui uz2 U4 uz U4 uz

U4 6.4 -7 -16 3 0 0 0 0 -3 -4 0 0

uz -5 10 2 0 0 0 0 3 -4 0 0

U4 -16 4 23.9 -7l -16 3 0 0 0 1 -3 -1

U 3 -6 -5 20| 2 -6 0 0 -5 0 5 -8

U4 0 0 -16 3 23.9 -7

U 0 0 2 -6 5 20

Uq 0 0 0 0

uz 0 0 0 0

U1

uz

U1

u

U1

U
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&@DD Tarcza —przykiad liczbowy

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

A 2 3 4

T 7% T Modyfikacja macierzy sztywnoSci

Y Z Y Lfov Y i Modyfikacje dokonamy przez wykreslenie z macierzy sztywnosci [K] wierszy i
57— 6’ g_;‘ 8F  kolumn odpowiadajacych tym stopniom swobody, a takze na usunieciu z wektora
Te|2foln/y | rownowaznikow weztowych wykresla si¢ elementy odpowiadajace usunigtym

/i sl il shpy  Stopniom z macierzy sztywnosci. W ten sposob eliminuje sig z rozwigzania znane
o ?:5 Qb S o rownania- w tym przypadku mamy osiem takich rownan.
15 /| 1z
w /6] /18] .
Falli ali oli o] v Sily weztowe H
13 V4 15 6 x
2 Jt 1 - 0
A —
0
Przemieszczenia weztowe

W wyniku rozwigzania tego liniowego uktadu 24. rownan,
otrzymano

[KJu'® = Fy
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&@DD Tarcza —przykiad liczbowy

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

! st &35 l“_?r ROZWIQZ&HIG rOwnania kanomcznego
Yatalya® ul 1191078
Wl VAN 63 ud 13,71-107
A —
e | et
8 49 o"/ig] ™ ui23 11110
3 :: :vg f“e: oy U:ZT _1'03'1(_);6

u; 111-10

B Al Al /| u? | 330107
VALY VA WAL up 6,28.10°°
Fall alt by a] v, us 306-10°°
'5 M i‘l g ‘5 2}‘6 )<q U:L6 6,17‘10_6
uS | 9651077
uy | | 611107
ul ~9,30-107
ud 613-107°
us -2,94.107°
u;y 2,21-107°
ud 191-107°
ui© 2,05-107°
us© 5,68-1077
urt 2,03-107"
ust  -577.1077
ui? 210-10°°
us?| |-183.10°°
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Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Tarcza —przyktad liczbowy

Wyznaczenie reakcji

Rownania usuniete w trakcie modyfikacji macierzy [K] stanowig podstawe do

A 2 3 4
Ly EEY LY B
1 3 3 3 £ S 4
i =i/ /B
oy e g wyznaczenia reakcji, np.
15 /71 /2l Rownanie 25
e (0] 12
/ Q411%41 7))
a3 2
13 /315 51? 0 Rl
VALY VA WAL 7
“,:A‘ a4 ALYs &
13 V4 iB 48
2 \Nyznaczenle
odksztalcen
Dla elementu (1)mamy:
u15 6,282
5| u3 3058
2
u(l) _ly2| = ui 11,396 10-© 8(1) _1
L w2 1170 :
ul 11,896
u% 3,710
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=—0,85-10"° 200000 _0,057H
b 0 bl 0 b
g¥=200 c¢io0 clio
c' b ¢l bl ck
6,282
(0 0 40 -4 0] 308
0 200 0 2| M35,
2 010 41 2 -4 MO
- | | - 11896
3,710

-0,25

0,163 -

01335

—3u} +6u3 —10u° + 35u5° A—32u/+4uz/ -
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L@[ﬁ] Przykiad ptyty

i Plastycznosci

Zgieciowy ptaski stan naprezenia

Powierzchnia ugigé

Plyta jest to uktad ograniczony dwoma ptaszczyznami 0 matej krzywiznie. Odlegltos¢
migdzy powierzchniami ograniczajagcymi to grubos¢ plyty t. Obciazenie jest
prostopadle do ptaszczyzny srodkowej powoduje jej zakrzywienie.

Rozpatrywac bedziemy ptyty cienkie i 0 stalej grubosci (nie wszystkie ptyty musza
mie¢ stalg grubos$c). Plyty sa cienkie jesli jeden wymiar (grubos¢) jest znacznie
mniejszy od dwoch pozostatych t<I/10, t<d/5, gdzie |- dlugos¢ krétszego boku, d-
srednica plyt
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&@DD Przykiad ptyty

i Plastycznosci

Analize plyt przeprowadzimy przy
nastgpujacych zatozeniach

Z1 Kirchoffa: ,,ptaszczyzn srodkowa nie
doznaje zadnych wydtuzen ani odksztatcen
postaciowych,- punkty plyty potozone na
normalnej do ptaszczyzny srodkowe;j
pozostaja na niej rowniez po
odksztatceniu,(odcinek prostopadly do
nieodksztalconej powierzchni srodkowe;j
pozostaje prostoliniowy, niewydiuzony 1
prostopadty do powierzchni srodkowej)”
Z2 o matych przemieszczeniach ,

/3 Jedynym niezaleznym przemieszczeniem
jest w=u3, czyli ptyta znajduje si¢ w stanie
zgieciowym

Z4 Naprezenie —-033 ~ 0

ptyta pracuje w ptaskim stanie naprezenia
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&@[ﬁ] Przykiad ptyty

i Plastycznosci

*3 Sity ptytowe, przemieszczenia, odksztatcenia

Uq — X3@1W
U= Uy = — X382W

U3 W
b
< 0, 0 0] uy OFW
gH:D]u: 0 8, 0| up=-x3 95w
_82 81 O_ U3 261@2W
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&@DD Przykiad ptyty

i Plastycznosci

*3 Naprezenia

0 0 v

Macierz Hooke'a dotyczy ptaskiego stanu naprezen i izotropowych
piyt.
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*3 Wspotrzedne powierzchniowe (naturalne)
A
\’a- kx:)x&)xg)) 4

Yu Q, .
Wspotrzedne naturalne pozwalaja;
1 opisa¢ potozenie punktu w obszarze elementu za pomoca wielkosci bezwymiarowych z
przedziatu<0,1>, przy czym 1 wystepuje tylko w weztach elementu.
2. geometria elementu odniesiona jest do wielkosci lokalnych zwigzanych z weztami, niezaleznie od ich
orientacji potozenia w przestrzeni,
3. stosowanie wspotrzednych naturalnych pozwala na proste oblcizanie catek niezaleznie od ksztattu
elementu.
.. . ... df df df
Dla elementu trojkatnego przyjmiemy na mocy definicji Aq Aoy A3
Li=xle=pLe=7
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Wspotrzedne powierzchniowe czynig zadosS¢ warunkom:

X1

X2

i1+1

Xy x% x12 xf’ Ly Ly al bt !
Xo =| X5 X5 X5 L, = Ly =4 a’® b? c?
1 |1 1 1Ly |Ls a®> b ¢*
ai _ X{+1Xi2+2 —X{+2Xi2+1 bi _ Xi2+1 _ Xi2+2,Ci _ X{+2
Operator rozniczkowania po wspotrzednych naturalnych
r 7 0 0
01 1 |b' b%lay _ 4 bt b® bay
2Al 1 2|06 2A 1 .2 3 O
02 ¢ aL, c c” Cg,
Formuta catkowania po polu trojkata
Inip!
_cymyngp _ min!p!
J _iLl L2L3 dA =2A (M+n+p+2)!

LiLL,dA=2 3.4 A
il 23 60 ledA—10
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