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Metoda sił:  

Równania Cauchy’ego 

Warunki nierozdzielności 
(eliminujemy przemieszczenia) 

Równania Hooke’a (odkształcenia 

wyrażamy przez naprężenia ) i w rezultacie 

mamy związki miedzy naprężeniami 

(+ )Równania Naviera : układ równań, który zawiera tylko niewiadome funkcje naprężeń 

Metoda 

przemieszczeń: Równania Cauchy’ego -  

otrzymujemy naprężenia wyrażone przez 

przemieszczenia 

Równania Hooke’a (naprężenia 

wyrażamy przez odkształcenia) 

 Równania Naviera) : układ trzech równań, który zawiera tylko funkcje naprężeń 

przemieszczeń 

Metoda mieszane: Kombinacja powyższych metod w zależności od konkretnego zadania 

Techniki rozwiązania ZBTS:  

1) bezpośrednie  trudne matematycznie ( zaawansowany aparat matematyczny równań różniczkowych),  

2) półodwrotne (przypuszczania)    podejście statyczne | podejście kinematyczne 

lecz podstawowy sposób minimalizacja funkcjonału metodą bezpośrednią + numerycznie 
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Podejście statyczne metody przypuszczeń 
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Przypuszczamy (zgadujemy) macierz naprężeń, ale taką która 

spełnia równania Naviera i statyczne warunki brzegowe 

Równania Cauchy’ego: 

obliczamy funkcje 

przemieszczeń 

 Równania Hooke’a – dla 

przyjętych funkcji naprężeń obliczamy 

funkcje odkształceń. 

Równania Cauchy’ego:  

Obliczamy odkształcenia dla przyjętych 

przemieszczeń.  

 Sprawdzamy równania nierozdzielności odkształceń: 

jeśli nie będą spełnione, to nie ma sensu dalej zadania 

rozwiązywać – musimy przypuścić inną macierz naprężeń 

 Sprawdzamy równania Naviera) : jeśli obliczone naprężenia spełniają te równania i statyczne warunki 

brzegowe, to rozwiązaliśmy ZBTS !!! W przeciwnym przypadku trzeba poprawić przypuszczenie przemieszczeń 

Sprawdzamy kinematyczne warunki brzegowe. 

Jeśli są spełnione, to znaleźliśmy rozwiązanie ZBTS 

(spełnione są wszystkie równania !!!) 

Podejście kinematyczne: 
przypuszczamy funkcje przemieszczeń, ale 

takie, które spełniają kinematyczne 

warunki brzegowe i są klasy C1  Równania Hooke’a obliczamy 

funkcje naprężeń z odkształceń. 

 Równania Hooke’a – dla 

przyjętych funkcji naprężeń obliczamy 

funkcje odkształceń. 

Uwagi: 1) Mamy możliwość niezbyt precyzyjnego przypuszczenia naprężeń (lub przemieszczeń) z 

pewnymi parametrami (skalarnymi lub funkcyjnymi) , które mogą być dobierane z warunku 

najlepszego dopasowania do równań Cauchy’ego (lub Naviera) na końcu procesu rozwiązania. 

Funkcje statycznie dopuszczalne. 

Funkcje kinematycznie dopuszczalne. 
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[2] 
Sformułowanie ZBTS 

0



i

j

ij
P

x


Równania Naviera 

jijiq  

+ statyczne warunki 

brzegowe: 

0,0,0

,0

2

1

1

2

1

3

3

1

2

3

3

2

321





























x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

uuu

a) na pobocznicy: 

)3,2,1(

3

2

1

0

,0

,0

,0









iiq













),0(31

),,0(21

),,0(11

0
0

l

l

lq









b) na 

ściankach  

Poprzecznych 

 x1=0 i x1= l: 

0,

,0,1

,0

321

322

1

















qqqq

)(
2

1

i

j

j

i
ij

x

u

x

u











Prawo  

Hooke’a 

+ kinematyczne warunki brzegowe 

333232

323222

313212

0

0

0



















a) w utwierdzeniu O(0,0,0) 

122
1

12332211
1

11 )],([ 
GE

 

(analogicznie dla pozostałych funkcji odkształceń) 

Równania Cauchyego 



Rozwiązanie ZBTS – czyste rozciąganie (proste siły przekrojowa N) 

Politechnika Świętokrzyska    ,   Leszek CHODOR   Teoria sprężystości i plastyczności                                                                                           5 

Metoda statyczna: przypuszczenie macierzy naprężeń 

1. Na podstawie: 1) analogii do innych rozwiązań, 2) obserwacji zachowań się bryły pod obciążeniem, 

3) pomiaru naprężeń na powierzchni bryły, INTUICJI, przypuścić macierz naprężeń: Łatwo 

sprawdzić, że macierz ta spełnia warunki równowagi i statyczne warunki brzegowe: 1. Hurra ! 
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4. obliczenie wektora przemieszczeń - z równań Cauchy’ego : 

3. sprawdzić warunki nierozdzielności  (wiążą drugie pochodne 
odkształceń), ponieważ e=const, więc są spełnione 

tożsamościowo: 2. Hurra ! 

Niejednorodny układ równań różniczkowych. 

Rozwiązanie jest sumą: (1) całki ogólnej (układu 

jednorodnego i (2) całki szczególnej 
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5. Uwzględnić kinematyczne warunki 

brzegowe w (1)+(2) (3), 3. Hurra !!! (ścisłe) 
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[2] 
Sformułowanie ZBTS 
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3 .Prawo Hooke’a  
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2. obliczyć macierzy odkształceń - z równań Hooke’a : 
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4. obliczenie wektora przemieszczeń - z równań Cauchy’ego  całkujemy niejednorodny układ 

równań różniczkowych – analogicznie jak poprzednio i otrzymamy: 

3. sprawdzić warunki nierozdzielności - są spełnione 

tożsamościowo: 2. Hurra ! 

5. Uwzględnić kinematyczne warunki 

brzegowe: 3. Hurra !!! 
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pozostają płaskie i prostopadłe do ugiętej osi pręta po odkształceniu 
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•y,z – główne, centralne osie 

bezwładności 

*pręt nieważki 

* utwierdzony w pkt O 

Założenia: 

1. słuszna jest zasada płaskich 

przekrojów Bernoulliego ( w zginaniu 

poprzecznym jest zachowana tylko przybliżeniu) 

2, naprężenia sy i sz są nieporównanie 

małe w stosunku do sx (wynika z prostego 

doświadczenia) 

Z założenia 1 i 2 wynika [2], że 
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Wyznaczenie naprężeń stycznych  w ogólności jest trudnym 

zadaniem, bo np. zależy od kształtu przekroju poprzecznego. 

Dlatego wyznaczymy naprężenia średnie z warunków 

równowagi [2] (wzór Żurawskiego) 
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Gdzie funkcję c(x,y) dobieramy z 

warunku spełnienia statycznych 

warunków brzegowych na 

krawędziach przekroju, a dla 

przekroju prostokątnego bxh, 

otrzymamy [2]. 






 

2
1

2
3

3

3
2)(

h

z
h
z

z xq

[2] 

[2] 



Rozwiązanie ZBTS–zginanie poprzeczne belki prostokątnej bxh) 

 

Politechnika Świętokrzyska    ,   Leszek CHODOR   Teoria sprężystości i plastyczności                                                                                          9 

[2] 

Sprawdzenie statycznych warunków brzegowych na 

pobocznicy  y=+-b/2. Wobec qux=quy=quz=0 i 

aux=auz=0 i auy=+-1, mamy 

zyyxy   0,0,0

na pobocznicy  y=+-h/2. Wobec qux=quy=quz=-q(x) ||0 i 

aux=auz=0 i auy=+-1, mamy 

zyzxy xq   0||)(0,,0

Warunki brzegowe na pobocznicy  ściśle spełnione 

Analogicznie możemy wykazać, że warunki brzegowe na 

ściankach czołowych   spełnione [2] 

Wniosek: macierz naprężeń uzupełniona elementem  sz ! Ściśle spełnia równania 

Naviera i statyczne warunki brzegowe 2. Hurra !  

Po obliczeniu macierzy odkształceń z prawa Hooke’a , sprawdzamy 

warunki nierozdzielności .... 
Niestety – nie są spełnione Ojej !!! : Macierz naprężeń [s] nie jest więc 

macierzą rzeczywistą, a przedstawia tylko zbiór funkcji przybliżających 

rozwiązanie. 
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[2] 

Sformułowanie ZBTS . Podejście kinematyczne 

Równania Naviera ze statycznymi warunkami brzegowymi  

a) na pobocznicy – jak poprzednio (pręt rozciągany) 

b) na ściankach poprzecznych  

x1=0 i x1= s: 

Równania Hooke’a  

w utwierdzeniu S(0,0,0) Równania Cauchyego z 

kinematycznymi 

warunkami brzegowymi 
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Funkcje przemieszczeń 

przyjmujemy opierając 

się na obserwacji.  
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a– kat skręcenia,  Q – 

jednostkowy kat skręcenia 
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Pierwsza funkcja wektora przemieszczenia założymy w klasie funkcji 

niezależnych od x (wszystkie przekroje po długości pręta deplanują się tak 

samo w zależności od nieznanej jeszcze funkcji - parametru 

1. Sprawdzić kinematyczne warunki brzegowe.  będą spełnione jeśli w pkt S(0,0,0) 
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zadania) 

2. Obliczyć macierz odkształceń - z równań Cauchy’ego 

3. Obliczyć macierz  naprężeń- z równań Hooke’a 

4. Sprawdzić warunki równowagi Naviera. Dobrać parametry zależnie od warunków brzegowych 

Drugie i trzecie równanie Naviera jest spełnione 
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Pokazaliśmy więc, że funkcja paczenia jest funkcją 

biharmoniczną, a rozwiązanie ZBTS skręcania 

sprowadza się do doboru funkcji paczenia, a 

ponadto spełniać warunki brzegowe, które można 

zapisać [2] (i wówczas mamy rozwiązanie ścisłe 

ZBTS) 
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Większość zadań TS sprowadza się do rozwiązywania równań różniczkowych z warunkami 

brzegowymi, co jest często trudne ze względów rachunkowych, ale też formalnych. Dlatego ważne 

są metody wariacyjne, które formułują metody otrzymania rozwiązania przybliżonego z żądaną 

dokładnością. 

Idea metod wariacyjnych polega na tym, że mając zadanie brzegowe, często udaje się podać 
wyrażenie całkowe I[f], określone dla funkcji f  pewnej klasy, które przyjmuje swoje minimum 

właśnie dla szukanego rozwiązania ZBTS.  
Rozwiązanie równania różniczkowego jest więc równoważne zrealizowaniu minimum całki I[f].  

Istota metod wariacyjnych 

Problem odwrotny rachunku wariacyjnego – podstawowy dla ZBTS 

Spośród funkcji f(x), przyjmujących na końcach przedziału zadane wartości: f(a)=A, f(b)=B i mających w 

nim ciągła pochodną znaleźć te dla których całka I przyjmuje minimum. 

)1.(
'),,(][ W

b

a

dxxFI  

Z matematyki pamiętamy, że jeśli istnieje rozwiązanie f(x)=y(x), tj 

jeśli istnieje funkcja, dla której całka ma wartość najmniejszą, 

to y(x) musi spełniać tak zwane równanie Eulera i zadane 

warunki brzegowe  

0
'



















FF
dx
d

To znaczy z każdym funkcjonałem stowarzyszone jest równanie różniczkowe, 

a sposób minimalizacji funkcjonału będziemy nazywać minimalizacją 

pośrednią  

Poszukiwać będziemy rozwiązania odwrotnego. Znając warunek konieczny (równanie różniczkowe ZBTS) 

poszukiwać będziemy postaci funkcjonału   i minimalizować go metodą bezpośrednią (czyli całkę bez ) np. 

metodą Ritza 

Problem podstawowy rachunku wariacyjnego. Równanie Eulera 
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Metoda Ritza jest najprostszym sposobem szukania minimum funkcjonału. Niech funkcjonał (W.1) 
będzie tym dla którego szukamy funkcji realizującej minimum.. Szukać będziemy f(x)w klasie 

funkcji dopuszczalnych, to znaczy w klasie funkcji spełniających warunki brzegowe. W metodzie 

Ritza ograniczamy się do kombinacji liniowej jednomianów funkcji Ritza, spełniających warunki 

brzegowe. 

Metoda Ritza minimalizacji funkcjonału 




n

i

Wiin xaxx
1

)2.()()()( 

Podstawiając  (W.2) do (W.1) i wykonując zaznaczone tam operację różniczkowania i całkowania 

otrzymamy funkcję  n zmiennych ai: )3.(),...,,( 21 WaaaII n 

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum  )4.(),..2,1(0 Wnk
a
I

k



 

Uzyskujemy układ równań algebraicznych do wyznaczenia stałych funkcji Ritza (W.2). 

Dla celów praktycznych wystarcza uwzględnić jedynie kilka składników sumy (W.2), a dokładność 
rozwiązania sprawdzamy w ren sposób, że mając określone funkcje fk(x) i fk+1(x)obliczamy ich 

wartości w wybranych punktach i jeśli różnić się będą mniej od założonej dokładności, to funkcję 
fk(x) uważamy za rozwiązanie ZBTS. 

Odpowiednie funkcjonały I[f] dla zagadnień teorii sprężystości określa się z zasady prac 

przygotowanych, czyli na bazi metod energetycznych. Do tego celu przydatne jest zredukowanie 

układu równań ZBTS w przemieszczeniach (równania Lamego) lub w naprężeniach (Beltramiego-

Michela).  
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Linia ugięcia belki na sprężystych podporach 

)()()( 22110 xaxaxwn  

Znaleźć linię ugięcia belki jak na 

rysunku metodą Ritza. 

Ograniczyć się do drugiego 

przybliżenia.  

Rozwiązanie: 

1. Warunek brzegowy na 

podporze. 

Reakcja V =20 kN, Przemieszczenie 

w(x=0)=V/c=20/30000=0,00067 m. 

)3.(),...,,( 21 WaaaII n 

gdzie  3
2

2
10 ,,00067,0 xx  

2. Rozwiązanie poszukujemy w klasie funkcji dopuszczalnych:  

3. Sprawdzenie spełnienia warunków brzegowych: 0000)0(,0000067,0)0( '  nn ww

4. Funkcjonał Lagrange’a dla belki na sprężystym podłożu ze współczynnikiem sprężystości 

k  np. [2] ( z wytrzymałości materiałów) przyjmuje postać. 

    
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Wobec k=q=Mk=0, funkcjonał  

Lagrange’a przyjmie postać 

5. Zestawienie pochodnych funkcji Ritza oraz wyrachowanie funkcjonału  

    
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6. Pochodne i warunek minimum funkcjonału 

7. Przybliżona linia ugięcia belki 

0,0
21











a

V

a

V

Dokładność aproksymacji można oszacować zwiększając rząd wielomianu 

aproksymacyjnego do III przybliżenie, np. poprzez przyjęcie ... 
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1. Miejsce metody różnic skończonych (MRS) w teorii sprężystości (TS) 

2. Różnice centralne 

Idea MRS została zaproponowana już przez Carla Fridricha Gaussa, lecz dopiero w erze komputerowej 

znalazła ona szersze zastosowanie. Jest to ogólna metoda rozwiązywania równań różniczkowych. Polega ona 

na zastąpieniu równania różniczkowego układem równań różnicowych, więc w sprowadzeniu problemu do 

rozwiązywania układu równań algebraicznych lub do problemu wartości i wektorów własnych macierzy.  

Jest metodą pojęciowo prostą, lecz trudną do uniwersalnego zalgprytmizowania, szczególnie w obszarze 

warunków brzegowych. Dlatego została praktycznie zastąpiona przez metodę elementów skończonych (MES) . 

W niniejszym wykładzie metodę pokażemy ze względu na wartość historyczną, ale też możliwość szybkiego 

zastosowania (bez potrzeby znajomości zawiłych teorii praktycznie w każdym indywidualnym przypadku 

zagadnienia inżynierskiego. 

Najprostsze w zastosowaniu są różnice centralne, choć oprócz różnic centralnych istnieje wiele metod 

aproksymacji pochodnych przez ilorazy różnicowe.  W ogólności dokładność wyników MRS zależy od sposobu 

aproksymacji pochodnych oraz sposobu podziału rozpatrywanego obszaru na elementy . MRS służy do 

rozwiązywania równań różniczkowych, ale pokazujemy ją dla porządku bez zbytnich szczegółów. 

a

[3] 

[3] 
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2. Różnice centralne cd [3] Wybrane wzory różnicowe .... 


