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N Metody rozwiazywania zagadnien

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Rownanla_ CaUChy egO Rownania Hooke’a (odksztatcenia
Metod it: —>Warunki nierozdzielnos (—warazamy przez naprezenia ) i w rezultacie
etoda Si1. L ) : e o
A (eliminujemy przemieszczenia) mamy zwigzki miedzy naprezeniami
Tij . N =T au
OX +P'_O\ L B S j - < ?

l (+ )JR6éwnania Naviera : ukfad réwnan, ktéry zawiera tylko niewiadome funkcje naprezen

Metoda
przemieszczen:

Rownania Hooke’a (naprezenia

wyrazamy przez odkszta’rcenia)/

Gij = 268'] +ﬂgrr5ij‘,'--(i' j =1,2,3)

—~>Rownania Cauchy’ego -

otrzymujemy naprezenia wyrazone przez
przemieszczenia

> Rownania Naviera) : uktad trzech réwnan, ktéry zawiera tylko funkcje naprezen
przemieszczen

Metoda mieszane: Kombinacja powyzszych metod w zaleznosci od konkretnego zadania

Techniki rozwigzania ZBTS:
1) bezpoérednie - trudne matematycznie (zaawansowany aparat matematyczny réwnarn rézniczkowych),
2) potodwrotne (rzypuszczania)y = podejscie statyczne | podejscie kinematyczne

lecz podstawowy sposéb-> minimalizacja funkcjonatu metodg bezposrednig + numerycznie
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'Ll  Podejscie statyczne metody przypuszczen

Teoria Sprezystosci

i Plastycznosci Funkcje statycznie dopuszczalne.

Przypuszczamy (zgadujemy) macierz naprezen, ale taka kt(zg/
spelnia rownania Naviera | statyczne warunki brzegowe

- Roéwnania Hooke'a - dia -~ Sprawdzamy réwnania nierozdzielno$ci odksztatcen:
przyjetych funkcji naprezen obliczamy jesli nie bedg spetnione, to nie ma sensu dalej zadania
funkcje odksztatcen. rozwigzywac — musimy przypuscic¢ inng macierz naprezen
-Rownania Cauchy’ego: -> Sprawdzamy kinematyczne warunki brzegowe.
obliczamy funkcje Jesli s3 spetnione, to ;nal’ezliémy rozwigzanie ZBTS

: . (spetnione sg wszystkie rownania )
przemieszczen

Podejscie kinematyczne: >Réwnania Cauchy’ego:
przypuszczamy funkcje przemieszczen, ale | oviiczamy odksztatcenia dia przyjetych
takie, ktére spetniaja kinematyczne preciisaseen

warunki brzegowe i sg klasy C*
Funkcje kinematycznie dopuszczalne.

- Roéwnania Hooke’a obliczamy
funkcje naprezen z odksztatcen.

- Sprawdzamy rownania Naviera) : jesli obliczone naprezenia spetniajg te réwnania i statyczne warunki
brzegowe, to rozwigzalismy ZBTS ! W przeciwnym przypadku trzeba poprawi¢ przypuszczenie przemieszczen

Uwagi: 1) Mamy mozliwos¢ niezbyt precyzyjnego przypuszczenia naprezen (lub przemieszczen) z
pewnymi parametrami (skalarnymi lub funkcyjnymi) , ktére mogg by¢ dobierane z warunku
najlepszego dopasowania do réwnan Cauchy’ego (lub Naviera) na koncu procesu rozwigzania.
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ﬂ.@[ﬁ] Rozwigzanie ZBTS - czyste rozciaganie

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Sformutowanie ZBTS

Roéwnania Naviera

O Tijj

+HB =0

+ statyczne warunki
brzegowe:

8Xj

Jui=0Tij X

O =045, + 0q13c,,3 | a) napobocznicy:

0= O 22,2 + O230C,,3 X1 = O’

Réwnania Cauchyego O = o3, + 033,53 %v2 7 0,
b) na a,,2 =0,
. 1 aui auj + kinematyczne warunki brzegowe  &ciankach L3 _
&ij _E OX : + OX: ) Poprzecznych  Yui = 0@ =1,2,3)
J I X;=0 i x,=1:
a) w utwierdzeniu O(0,0,0) o1 =0,
Uy =up =uz =0, X2 #* £, 0 = a3 =0,
_I_ = —
Oup _ dug —0 ou;  oug _ 0 — du,  Oup _0 d,1 = =9.9,,2 =9,,3 =0
6X3 o 5‘X2 o ’6X3 - axl o a axl o 6X2 o
+q=0311(00,1),
Prawo

_ 1 _ 1
&11=glo11 —v(o2z,033)].612 = 55012

Hooke’a

(analogicznie dla pozostatych funkcji odksztatcen)
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ﬂ.@[ﬁ] Rozwiagzanie ZBTS — czyste rozciaganie (proste> sity przekrojowa N)

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Metoda statyczna: przypuszczenie macierzy naprezen

1. Na podstawie: 1) analogii do innych rozwigzan, 2) obserwacji zachowan sie bryty pod obcigzeniem,
3) pomiaru naprezen na powierzchni bryty, INTUICJI, przypusci¢ macierz naprezen: tatwo
sprawdzic¢, ze macierz ta spetnia warunki rownowagi i statyczne warunKi
2. obliczy¢ macierzy odksztatcen - z rownan Hooke’a :

3. sprawdzi¢ warunki nierozdzielnosci (wigzg drugie pochodne

odksztatcen), poniewaz ¢=const, wiec sg spetnione

tozsamosciowo: 2. Hurra !
4. obliczenie wektora przemieszczen - z rownan Cauchy’ego j»

aul L ﬂ
8X1 - E’
8u2
6X3

= —V

6U3
6X3

—V

mle mle

5. Uwzgledni¢ kinematyczne warunki
brzegowe w (1)+(2)=> (3), 3. Hurra !l! (Sciste

9

(3)..Ly = X5y ==V

E
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8u1 8u2 L
8X2 6X1 o
6u2 8U3
8X3 8X2
ouq ouz
’ 8X3 8x1 o

O,

=0,

O,

)

E

Xo,U3 =—

g

VEA3

E

Zat: P.=0

. Prd /I
-7 3 ‘-f-—'—
- i X
- . 1
. J

5 [2]

<Niejednorodny uktad réwnan rcgzniczkowych.

Rozwigzanie jest suma: (1) catki ogolnej (uktadu

jednorodnego i (2) catki szczegdinej

, Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci

) (1)..uf)(x2,x3) = a + bX, + CX3,
uS (%, X3) = d —bxg + fxg,

0
Uz (X, X2) =g —Cx — X%

4 0 0
c=[c]=|0 0 O
0 0 0O
2 0 0
e=le]l=|0 —v% 0
0 0 -vg
(2)..u7 = 2%,
USZ—V%XZ,
U§ =—v o Xg
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Rozwiqzanie ZBTS - czyste zginanie (proste=> sity przekrojowa M)

Sformutowanie ZBTS

Roéwnania Naviera O Tijj
ST H =0
+statyczne warunki OX j
X2 brzegowe:
a) na pobocznicy — jak i —Ojj az)j
poprzednio (pret rozciggany)
b) na Sciankach poprzecznych x,=0iXx,=s:
+ KX_ — O, s
% Zat: P=0 O 3 <1100, s),
X | _ — o1 2(0, s),
Réwnania Cauchyego
% yes O=—ococ_ _(0,s)
5 13
i = E aul J ) 2b. Kinematyczne warunki a) w utwue_:rdzemu O(Q,O,O)Jak
J 2 aXJ axi brzegowe poprzednio (pret rozciggany)
1 _ 1
3 .Prawo Hooke’a &11=glo11 —v(o2z2,033)].612 = 55012
(analogicznie dla pozostatych funkcji odksztatcen) tatwo sprawdzic,
B ~] ze macierz ta
1. Prz;_/pl’Jszczona macierz — kX3 O O spetnia warunki
naprezen 2 “
pre o = [G] _ 0 O (| rewnowagii |
statyczne warunki
0 O O/ brzegowe: 1.
— = Hurra !
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ﬂv@[ﬁ] Rozwiqzanie ZBTS - Czyste zginanie (proste>> sity przekrojowa M)

Teoria Sprezystosci

i Plastycznosci — —

. , - ﬁ X 0 0
2. obliczy¢ macierzy odksztalcen - z rownan Hooke’a : 3
K
3. sprawdzi¢ warunki nierozdzielno$ci - sg spetnione ¢=[eg]= O —VEX3 0
tozsamosciowo: 2. Hurra !
0 0 -vix
4. obliczenie wektora przemieszczen - z rownan Cauchy’ego - catkujemy niejednorodny uktad
rownan rozniczkowych — analogicznie jak poprzednio i otrzymamy:
Uy = _E Xq - X3 + & + bx, + cx3, 5. Uwzgledni¢ kinematyczne warunki
Vo — —pBose s o @] w55 e brzegowe: 3. Hurra !!!
2 E "2 32 1 37 a:b:C:d:f:gzo

_ Kk 2 2
Uz =5 (X — X5 +1X3) + g —cxq — X, » |
W zapisie technicznym:

X=[X_,Xo,X3] =[X,Y,Z];U=[Uy,Us,U3] =[U,0,W];x,, =[%1,%2’%3]=[m,n,|]
1

u——£xz,0=—vE yz,WZ%(xzvy2 + W)

ke
rzemieszczenia na osi preta: U = 0;0 = 0; W = E - 9dzie k- parametr obciazenia kK = M /Jy
‘W ‘ p(X) Analizujgc uzyskane rezultaty mozna wykazac, np. prawo ptaskich
przekrojow Bernoulliego: przekroje ptaskie w konfiguracji poczgtkowej
pozostajg ptaskie i prostopadte do ugietej osi preta po odksztatceniu
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ﬂ.@[ﬁ] Rozwiazanie ZBTS—-zginanie poprzeczne z udziatem sity poprzecznej Q )

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

*y,z — glébwne, centralne osie

bezwtadnosci
*pret niewazki
*utwierdzony w pkt O

g (v

x
[2]

Poniewaz z

rownania Naviera

wynika:

Gdzie funkcje c(x,y) dobieramy z
warunku spetnienia statycznych

Zalozenia:
1. stuszna jest zasada ptaskich
przekrojow Bernoulliego ( w zginaniu

poprzecznym jest zachowana tylko przyblizeniu)
2, naprezenia 0, i 0, s3 nieporéwnanie
mate w stosunku do o, (wynika z prostego
doswiadczenia)

-~ ¢ Z zalozenia 1 i 2 wynika [2], ze

Oy =

M (X)
“y -

Wanaczenie naprezen stycznych w ogélnosci jest trudnym

zadaniem, bo np. zalezy od ksztattu przekroju poprzecznego.
Dlatego wyznaczymy naprezenia srednie z warunkéw

réwnowagi [2] (wzér Zurawskiego)

0Ty 1 0o, -0

OX 0z

0, = —ja%dz +¢(X, )

3
0, = % -255+3)

warunkow brzegowych na
krawedziach przekroju, a dla
przekroju prostokatnego bxh,

otrzymamy [2].
Politechnika Swietokrzyska

Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci

g

Q(x)S (2)
Tig(%2)= be(yz)
Q(x)S)(2)
iy 2= )
[2]
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&@DD Rozwigzanie ZBTS—-zginanie poprzeczne belki prostokatnej DX h)

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Sprawdzenie statycznych warunkéw brzegowych na
[2] | pobocznicy y=+-b/2. Wobec q,,=q,,~9,,,=0 i
' ) avx:avzzo I avy:+'1’ mamy

” — ' Oziz‘xy,O zio—y,O ziz‘zy

- —y —

- a,,=a,,=01ia,~=*+-1, mamy
X

O==+7y,,,0=x7y, —q(X) ||0==*0o,

Warunki brzegowe na pobocznicy = scisle spetnione

Analogicznie mozemy wykazac, ze warunki brzegowe na
Sciankach czotowych - spetnione [2]

Whiosek: macierz naprezen uzupetniona elementem < 0, | Scisle spetnia réwnania
Naviera | statyczne warunki brzegowe —2. Hurra !

Po obliczeniu macierzy odksztatcen z prawa Hooke’'a , sprawdzamy
warunki nierozdzielnosci ....

Niestety — nie sg spetnione 0Ojej !!! : Macierz naprezen [o] nie jest wiec
macierzg rzeczywistg, a przedstawia tylko zbior funkcji przyblizajgcych
rozwigzanie.
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

obcigzenie o scisle
okreslonej gestosci -
tylko do czota

redukuje sie do pary

Roéwnania Cauchyego z
kinematycznymi
warunkami brzegowymi

Roéwnania Hooke’a

1. Przypusci¢ funkcje
przemieszczen

Funkcje przemieszczen
przyjmujemy opierajgc
sie na obserwacji.

Politechnika Swigtokrzyska

[2]

Rozwiagzanie ZBTS — czyste skrecanie (proste> sity przekrojowa M)

Sformutowanie ZBTS . Podejscie kinematyczne

Roéwnania Naviera ze statycznymi warunkami brzegowymi

¥ b) na $ciankach poprzecznych

X,=0 i x;=s:

O=o0oy (1)
oy = Tyx (=D,
Aoz = Tox (1),

w utwierdzeniu S(0,0,0)

a) na pobocznicy — jak poprzednio (pret rozciggany)

0= TyyM + Ty, N,
O=ocym+7zy,Nn,
O=7,yM+ o,N

u=ov=w=20,
oV __ OW __ ov __ ou __ ou __ ow __
E_ay_o’ax_ay_o’az_ax O
, H o = OIX,
771711

o — kat skrecenia, Q —

| jednostkowy kat skrecenia

Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci
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&@DD Rozwiagzanie ZBTS — czyste skrecanie (proste> sity przekrojowa M)

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

== ppmuuniuuuiune
T
VA
.E':::"""' L H .'.'.'. /
V 1] TR

Pierwsza funkcja wektora przemieszczenia zatozymy w klasie funkcji
niezaleznych od x (wszystkie przekroje po dtugosci preta deplanujg sie tak
samo w zaleznosci od nieznanej jeszcze funkcji - parametru

U—00p(Y,Z),0=—0OXZ, W = OXY

1. Sprawdzi¢ kinematyczne warunki brzegowe. - bedg spetnione jesli w pkt S(0,0,0)

. o o < Funkcje ¢, nalezy dobierac tak by te warunki
P = O’ o O’ oz 000 O byly spetnione (parametry dobieramy na koncu
zadania)

2. Obliczy¢ macierz odksztatcen - z rownan Cauchy’ego

\

3. Obliczy¢ macierz naprezen- z rownan Hooke’a

\

4. Sprawdzi¢ warunki rownowagi Naviera. Dobra¢ parametry zaleznie od warunkow brzegowych ‘

Drugie i trzecie rownanie Naviera jest spetnione
tozsamosciowo. Natomiast pierwsze przyjmuje postacé

PokazaliSmy wiec, ze funkcja paczenia jest funkcjg
biharmoniczng, a rozwigzanie ZBTS skrecania
sprowadza sie do doboru funkcji paczenia, a
ponadto spetnia¢ warunki brzegowe, ktére mozna
zapisac [2]—> (i wowczas mamy rozwigzanie sciste
ZBTYS)

Politechnika Swietokrzyska , Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci
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&@DD Metody wariacyjne w teorii sprezystosci

Teoria Sprezystosci

i Plastycznosci Istota metod wariacyjnych

Wiekszos¢ zadan TS sprowadza sie do rozwigzywania rownan rozniczkowych z warunkami
brzegowymi, co jest czesto trudne ze wzgleddéw rachunkowych, ale tez formalnych. Dlatego wazne
sg metody wariacyjne, ktore formutujg metody otrzymania rozwigzania przyblizonego z zgdang
doktadnoscia.

Idea metod wariacyjnych polega na tym, ze majgc zadanie brzegowe, czesto udaje sie podac
wyrazenie catkowe I[¢], okreslone dla funkcji ¢ pewnej klasy, ktére przyjmuje swoje minimum
wtasnie dla szukanego rozwigzania ZBTS.

Rozwigzanie rownania rézniczkowego jest wiec rownowazne zrealizowaniu minimum cafki I[¢].

Problem podstawowy rachunku wariacyjnego. Réwnanie Eulera

Sposrod funkcji ¢(x), przyjmujacych na koncach przedziatu zadane wartosci: ¢(a)=A, ¢(b)=B i majacych w
¥
nim ciggta pochodng znalez¢ te dla ktérych catka | przyjmuje minimum.
b Z matematyki pamietamy, ze jesli istnieje rozwigzanie ¢ (x)=y(x), tj
. ' jesli istnieje funkcja, dla ktérej catka ma wartos¢ najmniejsza,
I[o]=F(X,p,¢)dxoWw.1)
a

to y(x) musi spetniaé tak zwane réwnanie Eulera i zadane
warunki brzegowe

d oF _|_a_F—O

To znaczy z kazdym funkcjonatem stowarzyszone jest rownanie rozniczkowe, — d_ , 50
a sposob minimalizacji funkcjonatu bedziemy nazywac¢ minimalizacjg X op 2

pnérndnia
Uorovul Il(az

Problem odwrotny rachunku wariacyjnego — podstawowy dla ZBTS

Poszukiwac bedziemy rozwigzania odwrotnego. Znajgc warunek konieczny (réwnanie rézniczkowe ZBTS)
poszukiwac¢ bedziemy postaci funkcjonatu i minimalizowaé go metodg bezposrednig (czyli catke bez ) np.
metodg Ritza
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&@DD Metody wariacyjne w teorii sprezystosci

Teori_a Spr@iystoéci . . . . or .
i Plastycznosci Metoda Ritza minimalizacji funkcjonatu

Metoda Ritza jest najprostszym sposobem szukania minimum funkcjonatu. Niech funkcjonat (W.1)
bedzie tym dla ktorego szukamy funkcji realizujgcej minimum.. Szukac¢ bedziemy ¢(x)w klasie
funkcji dopuszczalnych, to znaczy w klasie funkcji spetniajgcych warunki brzegowe. W metodzie
Ritza ograniczamy sie do kombinacji liniowej jednomiandw funkcji Ritza, spetniajgcych warunki
brzegowe.

000 =n(0)+ Zawi(x) o042

Podstawiajgc (W.2) do (W.1) i wykonujgc zaznaczone tam operacje rézniczkowania i catkowania
otrzymamy funkcje n zmiennych a;: || = 1 (8¢,85,...,a,) o (W.3)

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum % =0(k =1,2,.n) o (W.4)
k

Uzyskujemy uktad rownan algebraicznych do wyznaczenia statych funkcji Ritza (W.2).

Dla celow praktycznych wystarcza uwzglednic¢ jedynie kilka sktadnikow sumy (W.2), a doktadnos¢
rozwigzania sprawdzamy w ren sposob, ze majgc okreslone funkcje ¢, (x) i ¢,.,(x)obliczamy ich
wartosci w wybranych punktach i jesli rozni¢ sie beda mniej od zatozonej doktadnosci, to funkcje

@ (X) uwazamy za rozwigzanie ZBTS.

Odpowiednie funkcjonaty I[¢] dla zagadnien teorii sprezystosci okresla sie z zasady prac
przygotowanych, czyli na bazi metod energetycznych. Do tego celu przydatne jest zredukowanie
uktadu réwnan ZBTS w przemieszczeniach (rownania Lamego) lub w naprezeniach (Beltramiego-
Michela).
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&@DD Przykiad zastosowania metody Ritza 1

Teoria Sprezystosci

i Plastycznosci Linia ugiecia belki na sprezystych podporach

Znalez¢ linie ugiecia belki jak na | 2 OkN
rysunku metodg Ritza. | ‘ MO0 KN

Ograniczyc sie do drugiego
rzyblizenia. /,i,! = 2 ATKN [ e 32
przy , c=3107KN[m =9 {9)8‘4%:!\;{'” 2

N

=

Rozwigzanie:
1. Warunek brzegowy na
podporze. 1 iy )
Reakcja V =20 kN, Przemieszczenie '
V < L

w(x=0)=V/c=20/30000=0,00067 m.

2. Rozwigzanie poszukujemy w klasie funkcji dopuszczalnych:

W, (X) = @ + a1 (X) + 8@ (X)) adzie |2y =0,00067, ¢ = X, @5 = X°

3. Sprawdzenie spetnienia warunkow brzegowych: w,, (0) =0,00067 +0+0, W|n (0)=0+0+0=0

4. Funkcjonat Lagrange’a dla belki na sprezystym podtozu ze wspotczynnikiem sprezystosci
k np. [2] ( z wytrzymatosci materiatow) przyjmuje postac.

I . . .
V = (J){E—j[vv P~ [w ()P + £ W00 - g0 w(x) fix ~ZRW04) - ZMiw (%)
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&@[ﬁ] Przykiad zastosowania metody Ritza 2

Teoria Sprezystosci

i Plastycznosci

Wobec k=q=M,=0, funkcjonat V = }{%[W"(X)]Z _ %[W'(X)]Z }jx —Y Bw(x, ) -
0 k

Lagrange’a przyjmie postac

5. Zestawienie pochodnych funkcji Ritza oraz wyrachowanie funkcjonatu

W (X) = @ + alx2 + a2x3, W'2(x) =2 X + 3a2x2 , w; (X) =2a +6a,x

V- fg 5.8 20,+ Gazx_]z - 50|2aax +3a,x*] ?‘?’-‘ 20( @, +a, 5%4a, 5 ﬂ

- |
V= J’ [,4 5,8 (4u? +240,a.% 1'56{1;;(2’) - 50(4&.,“"}524 12G.Q, x>+ Qafxﬁld?f +
— 20(0.0006% + 25, +125a,)

5
V= j (60802 + 364,8a,a,x+647,2a8x* ~200a x> 600 a,a, X +
a _
—_ 45@qu'f) Clx — Q0124 500 oy —2600 &,

o +,2 GO0 Y
V= ]59;801“-{ ¢ 2655 0,007 + S5 aixd- 282 aix? — - apex +

450 _2 5|9
Z ] — 0,014 — %000y —2500a,

V- —8029,3a, —2584604a, — 89190 a1a. —500a,—2500¢, +

— 0,0134
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6. Pochodne i warunek minimum funkcjonatu

%_.CE c - 46058*6 Gy — 86)4@00{" 500 a_v — a_v — O

\ 3 (93.1 8a2

(AR 894930(1 = 5104500 a; = 2500
(g cy

7. Przyblizona linia ugiecia belki

Cly= —O1025%7

160586 Q) + 89190a, = ~500
6@ 150 Cry + 546900(.}3': ' —0500 C(27 O/O ’4 8\0 D

e P —

Wa(x) = 0,00067 ~ 0,102577x% + 0012865 X°

Doktadnos¢ aproksymacji mozna oszacowac zwiekszajgc rzgd wielomianu
aproksymacyjnego do |l przyblizenie, np. poprzez przyjecie ...

4

0 =0,00067, ¢ = X%, 00 = X>, 03 = X
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1. Miejsce metody réznic skonczonych (MRS) w teorii sprezystosci (TS)

Idea MRS zostata zaproponowana juz przez Carla Fridricha Gaussa, lecz dopiero w erze komputerowej
znalazta ona szersze zastosowanie. Jest to ogolna metoda rozwigzywania rownan rozniczkowych. Polega ona
na zastgpieniu réwnania rozniczkowego uktadem rownan réznicowych, wiec w sprowadzeniu problemu do
rozwigzywania uktadu réwnan algebraicznych lub do problemu wartosci i wektoréw wtasnych macierzy.

Jest metodg pojeciowo prostg, lecz trudng do uniwersalnego zalgprytmizowania, szczegdlnie w obszarze
warunkow brzegowych. Dlatego zostata praktycznie zastgpiona przez metode elementow skonczonych (MES) .
W niniejszym wykfadzie metode pokazemy ze wzgledu na warto$¢ historyczng, ale tez mozliwos¢ szybkiego
zastosowania (bez potrzeby znajomosci zawitych teorii praktycznie w kazdym indywidualnym przypadku
zagadnienia inzynierskiego.

Najprostsze w zastosowaniu sg réznice centralne, choé oprécz rdéznic centralnych istnieje wiele metod
aproksymacji pochodnych przez ilorazy réoznicowe. W ayélnosci doktadnos¢ wynikow MRS zalezy od sposobu
aproksymacji pochodnych oraz sposobu podziatu rozpatrywanego obszaru na elementy . MRS stuzy do

rozwigzywania rownan rozniczkowych, ale pokazujemy jg dla porzadku bez zbytnich szczegotow. 4
2. RA7nice centralne 2 3
Wix

( AW ) . wi+ 1 - wl‘l P-1,jel lij#l i1, jel ""

I U Ax /. A TR A S
[3] by §l by S S i i 2Ax Ya i-2,j i~1,j ij iel,) i*2,] il

P2 0-1 0 sl is2 S

A |,dx L ,dXJFdX’ 8 i-t, g1 lig=1  |ier, o1 it
i —Waas s —W. g s TW. o 3
A’w Wik 1 j+1 Vi1, -1 Ve i+ T Vsl il i

- 3
Ax Ay /.. 4 Ax Ay [3] .
l,J e
’X
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2. Roznice centralne cd [3] Wybrane wzory réznicowe ....

(a’v; ) ~ (A’w ) ( 1w ) (Azw ) Aw it i-1
~ 3 , ~ =2 , m—— —
0" /iy \AXT /g o /i ay* /4 Ax ; 2 Ax

3 3 —
( 5y )., ~(aon ),» () ~ (o Alw Wie1 = 2WitWi,
ox* oy ij Ax* Ay i 0x0y i AxAy? i A " = >
_ X 1 Ax
(32), (82, (39), (&
ax® /.. Ax ’ ay* /.. o\ Ay /.. _ _
L) i) 1,) 1] ( A3w ) _ Wi+ 2 2 Wi+ l +2 Wi_l wi_z
(39),-(8), (7)),
AN AT/ o' )\ 4y i
(_ow \ [ _atw Atw ) _ Wie 274 T oW AW YW,
ox? ay? T\ Ax%Ay? i Ax? N
i

Adw _ 2O Wi D Wik e Wi e ~Wisn g Wi g
AxTay | 2 AX? Ay
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