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- Rownania rownowagi Naviera - Postawienie zadania

Bryta okreslona w uktadzie (x; ) jest obcigzona uktadem sit

zewnetrznych pozostajgcych w réwnowadze (Z==0).
Z wnetrza tej bryly o objetosci V wycinamy dowolny
element o objetosci V,, i powierzchni S,

Na kazdy punkt powierzchni S, dziatajg sity wewnetrzne o
gestosci pv, a na kazdy punkt wewnatrz elementu V,
dziatajg sity masowe o gestosci P (wczesniej oznaczaliSmy
G).

Zgodnie z twierdzeniem o rownowaznosci uktadow sit
wewnetrznych i zewnetrznych uktad sit dziatajgcych na
wyciety element objetosciowy jest uktadem rownowaznym
uktadowi zerowemu.

Spetnione wiec muszg by¢ warunki: S=0 i M=0

Warunki te mozemy zapisa¢ w postaci:

S = |[p,dSe + [[| PdV, =0 A Mg =

So Vo

:J]rxpudso —|—J:U r < PdVVy = 0o (25
So Vo
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- Réwnania rownowagi Naviera — Przydatne twierdzenia matematyczne

Przydatne twierdzenia matematyczne:
Tw 1. o wspotrzednych iloczynu wektorowego:

TWIERDZENIE (0 wWspoirz¢d da ;
a(ay. a;, a;), b(b,, b3, b3), to wspdlrzedne wektora ¢ = ax b mo2emy zapisaé

;= e-_ljkajbks

gdzic e;; jest symbolem Ricciego zdefiniowanym nast¢pujgco:
{ 1, gdy wskaZniki tworza permutacj¢ parzysta,
Cug

—1, gdy wskaZniki tworza permutacje nieparzysty,
0, gdy co najmniej dwa wskaZniki sg réwne.

Tw.2. Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego ( o zamianie catki powierzchniowej na objetosciowq):

Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego). Jesli da
czony zamknietq gladkq powierzchnig S zorientowanq zewngtrznie, oraz jesli w ob:zarze
domknigtym V +S dane. sq trzy fukcje P(xy, X3, X3), Q(xy, X2, X3) i R(xz, X3, X3) klasy
co najmniej C,, to zachodzi réwno$é |

~ .”[Pcos(o,leQcos(v, x;)+ Reos(p, x;3)]dS = I H( o + aQ, + ?: )dV.
. 3/
s v

ax' axz
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Roéwnania rownowagi Naviera — dowod {1}

Korzystajgc z tw.1 , rozwijajgc iloczyny wektorowe

S; = [[ 6,idSe + [[[ RdVy =0AM; = [[ e X;0,4dSg + [[] € x; PedVy =00 (26

So Vo So Vo

Warunek ten mozemy przedstawi¢ w postaci (korzystamy z (18) =)

Q (‘Tn“ol+¢7izf‘az+?ia“-3)dso+.g!P V=0 H o1t A4S, IH P.dV, 27)

So Vo

Poniewaz :

oo
J]T( . +P‘) d¥o =0, i=1,2,3. wigc z wykorzystaniem zapisu sumacyjnego, otrzymalismy

Warunek M==0 (26) g (eutxjo'tr)“vrdso +J;ﬂ e Xy PrdVy =0,
L+ 0

zapiszemy w postaci _
0 .
J..[J‘E.;’(eijkxjab)dyo"' J‘J‘Ie;ﬁxjptho =0,
.7 Y ' slastvernase Vo
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- Roéwnania rownowagi Naviera dowod {2}

oo | do
Ztwi, > HJ‘(WWM ax")d"°+ mijo = 0. [l [[[[enmmtems (G em)oro=0.1-1,25.

Yo

Poniewaz réwnosci muszg zachodzi¢ dla dowolnego elementu V,, to funkcje podcatkowe muszg
by¢ tozsamosciowo réwne zero, wiec:

Réwnanie (29), to wiasnie
réownania rownowagi Naviera:

Po rozpisaniu (29) otrzymujemy uktad trzech réwnan
rézniczkowych:

UzyskaliSmy tez wynik poboczny

Réwnanie powyzej potwierdza
twierdzenia o rownosci naprezen
stycznych do siebie prostopadtych

Przez analogie do statyki budowli
mozemy powiedzieC, ze zadanie
jest statycznie niewyznaczalne,
albowiem mamy tylko trzy rownania
rownowagi, a szukanych jest szes¢
funkcji ZBTS.

Brakujgce réwnania sg natury
geometrycznej i fizycznej.
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Statyczne warunki brzegowe

— Z rozwazanej bryty
Sy SFRPE  \ycinamy element,

zwierajgcy czesc¢

Powierzchni

zewnetrznej

Sktadamy warunek

S=0 oraz M=0.

Postepujac

podobnie jak (10 do (18),

otrzymujemy

statyczne warunki brzegowe

W réwnaniu (30):
a;i— I,j-ty element macierzy naprezen w punkcie na powierzchni bryty
o ,j— j-ta wspotrzedna wersora normalnego do powierzchni w punkcie
g,;— i-ta wspoétrzedna wektora gestosci obcigzenia
zewnetrznego w punkcie

Wszystkie wielkosci, wystepujace w (30) sg w ogolnym
przypadku funkcjami qz)1= O011%1 TO0 202 T0 33

dwoch zmiennych (zmienne x;,X,,X5 | nie sg niezalezne ,
bowiem sg zwigzane
rownaniem powierzchni F(x;,X,,X; )=0).Role warunkow

brzegowych pokazemy na przyktadach - qU3:O'3 1050 + 0'320502 + (7330503

Q2=02101 T 0225 + 093 3
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- Statyczne warunki brzegowe — przyktad. Funkcje statycznie dopuszczalne

Przyktad: Dla danej bryty napisaé SWB.

Rownanie ptaszczyzny $ciany: Xg = +h/2
Kosinusy kierunkowe Ol 1 = O o — O o — 1
ptaszczyzny Sciany: vl 1 02 1 203 |
Obciazeni iorzchni — . _
cigzenia powierzchni qul — O’ quZ — O’ qu3 =—q

SWB. 0=07,(%,%,h/2)-1

—0 =031(X, X,/ 2)-1

Na pozostatych ptaszczyznach SWB wyznaczymy analogicznie:

Uwaga: Funkcje naprezen, ktore znajdziemy dla rozpatrywanej bryty, muszg byc¢ takie, aby spetniaty
wyppisane warunki brzegowe w kazdym punkcie na powierzchni bryty !
- funkcje statycznie dopuszczalne.

Spetnienie przez elementy macierzy naprezen réwnan Naviera i statycznych warunkow
Brzegowych nie oznacza jeszcze, ze macierz naprezen przedstawia rzeczywiste naprezenia w bryle,
jest to jedynie — warunek konieczny, ale nie wystarczajgcy.
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Roéwnania geometryczne {1}

Pole wektorowe przemieszczen

pole _ przemieszczern _u =[u;,U,,us](r) =

U; (X{, X9, X3)...(i =1,2,3)

Mozna wykazac, np. [2], ze r6znica kwadratéw odlegtosci
punktéw po deformacji AB’ i przed deformacjg AB wynosi:

— = 3 ai,
|A'B'|*~ 4B = a—-;Ax,,Ax,+ o Ax, Ax, +

o, o, o, od, od,oq
+— —AxAx, = — L
dxgox, v T (ax, 0x, 0x, ox, A{"Ax" :

Politechnika Swietokrzyska , Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastyczno$ci 8



Roéwnania geometryczne {2}

Deformacja zorientowanego prostopadtoscianu Korzystajgc z (31) obliczamy réznice
kwadratow odlegtosci miedzy

punktem A, a punktami B; przed i
pod deformaciji

Przyktadowo mamy:

|4’ Bj| %~ |AB{1* = 2ey, Ax, Ax,

1A’B;| == Jl+2§11Ax1

Z wykorzystaniem podobnych
zaleznosci mozna otrzymac , np.

Znajomos¢ odlegtosci miedzy punktem A’ i punktami B’i , a takze znajomosc¢ katdéw [5ij — nie daje petnych
informaciji o deformacji prostopadtoscianu , potrzeba znajomosci zaleznosci pomiedzy potozeniami
tych punktow poczagtkowego i koncowego wtokna, a potozeniami pozostatych punktow materialnych na
tych krawedziach prostopadtoscianu. Otrzymane jednak rezultaty pozwolg na wyznaczenie
wzglednych wydtuzen wtokien, przechodzgcych przez punkt A oraz zmiany katow miedzy tymi
widknami po deformaciji. Takie wzgledne wydtuzenia nazwiemy odksztatceniami, ktére sg funkcjg
przemieszczen - wazne odrdézni¢ odksztatcenie i przemieszczenia !
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- Roéwnania geometryczne {3}

Odksztatcenie liniowe - przechodzgce przez dany punkt, to wzgledna zmiana odlegtosci (wydtuzenie) na
skutek przytozonych sit [oznaczamy ¢; — z dwoma jednakowymi wskaznikami]

Mozna wykazac, np. [2], ze

- 2e4(xy, X35 X3) = ZM + M a“'(xl’xz’ X3)
_ .

0x, 0x; ax,

Nie ma sumowania wzgledem i

Odksztatcenie kgtowe -> jest to potowa kata, o jaki zmieni sie kat prosty miedzy dwoma widknami

przechodzgcymi przez wspolny punkt i wzajemnie prostopadtymi przed przytozeniem
obcigzenia[oznaczamy ¢; —z dwoma roznymi wskaznikami, bedgcymi wskaznikami osi, do ktorych wiokna

w konfiguracji poczatkowej byty réwnolegte ]

Przyktad: Ej i (i = j) -potowka kata, o jaki zmieni sie kgt prosty miedzy dwoma wiéknami przechodzgcymi przez
wspolny punkt i z ktérych w konfiguracji poczgtkowej jedno byto réwnolegte do osi x1, a xi,

a drugie do osi Xj

Ze stosownymi zwigzkami analitycznymi mozna zapoznac sie np. pracy [2]
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- Roéwnania geometryczne {4}

Réwnania geometryczne ->zwigzki miedzy odksztatceniami, a przemieszczeniami.
Otrzymane wczesniej zwigzki po rozpisaniu majg postac:

£, = V1+2e,~1,
822 == l+2e 1

€33 = \/.l +2833-"1

1 ) 2812
g3 = arcsm————————;

]
V142e, Vi+2e;,
€3 = larcsm 2313
B2 Jit2e, Jit2es,

1 2e,,
£33 = afc sin ——————————

\/1 +2€22 \/1+2333

Cwiczenie: rozpisaé

wskaznikowe zwigzki Cuchy’ego

Réwnania Cuchy’ego —>zlinearyzowa
zwigzki miedzy odksztatceniami, a
przemieszczeniami. -

i,j =1,2,3) 0 (32)
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- Macierz i tensor odksztalcen

Réwnania geometryczne ->zwigzki miedzy odksztatceniami, a przemieszczeniami.
Otrzymane wczesniej zwigzki po rozpisaniu majg postac:

Mozna udowodnic, np. [2] ze macierz odksztatcen jest
tensorem , tzn jej wspotrzedne transponujg sie zgodnie z
prawem tensorowym (19).

Jesli jest tensorem, to pozwala to od razu na rozwigzanie
szeregu zadan z analizy stanu odksztatcenia, np.

Cwiczenia:

1) znalez¢ odksztatcenia widkna, ktérego kierunek wyznacza wektor v
odniesiony do ukfadu (xi),

2) Sposréd wszystkich widkien przechodzacych przez punkt A znalez¢
te, ktére odksztatcajg sie ekstremalnie . Kierunki te wyznaczajg
kierunki gtbwne , a odpowiadajgce odksztatcenia, to odksztatcenia
gtowne.

3) Znalez¢ macierz gtébwng danej macierzy odksztatcen

Interpretacja geometryczna macierzy odksztatcen: odksztatcenia
liniowe — wydtuzenia krawedzi szescianu; odksztatcenia kgtowe —
potowa kata, o jaki zmienig sie katy proste miedzy krawedziami

szescianu, czyli

w1228, w12-285,7w12—-2&,,
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- Kinematyczne warunki brzegowe

Kinematyczne warunki brzegowe (KWB) ->sg to warunki jakie narzucajg na przemieszczenia wiezi
kinematyczne.
Kazdg funkcje przemieszczen, ktora spetnia KWB nazywamy funkcjg kinematycznie dopuszczalng. Wiezi

kinematyczne ograniczajg liczebnos¢ rodziny wszystkich rozwigzan przemieszczen.
Z uwagi na roznorodnosc typow wiezéw, KWB nie da sie ujg¢ generalng formutg, jak to byto w przypadku statycznych
warunkow brzegowych. Zapis KWR pokazemy na przyktadach.

Przyktad: Dala danych wiezi kinematycznych podac zapis
KWB

Utwierdzenie bryly przestrzenne;j:
1) Niemoznos$¢ przemieszczenia punktu O (0,0,0)

1(0) = 1(0) = u,(0) = 0;

2) Niemoznos¢ obrotu wzgledem osi x1 w punkcie O

Zadanie: Znalez¢ zmiane objetosci szescianu, jesli dna jest
macierz odksztatcen e=diag[ £1,£2,£3]

Rozwigzanie: AV= el+ £2+ £3= £11= £22+ £33

Cwiczenie: Wykazaé powyzszy zwigzek na AV (patrz [2])
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- Warunki nierozdzielnosci odksztatcen

Warunki nierozdzielnosci odksztatcen - sg to warunki definiujgce zaleznosci, ktére powinny by¢ spetnione
pomiedzy przemieszczeniami i odksztatceniami, by istniato rozwigzanie [ w sensie scistym].
Niestety znalezienie rozwigzania, ktdére w sposob scisty spetnia warunki nierozdzielnosci odksztatcen jest

zadaniem bardzo trudnym i w praktyce rzadkim

Wychodzgc z rownania Cauchy’ego

R&zniczkujgc dwukrotnie stronami i w wyniku innych P
operacji matematycznych [2], uzyskamy 61-, ax! ax.f axl’
o%ey, - 1 Pu; Pu, Zwigzki te dla i,j,k,r=1,2,3 sg szukanymi warunkami,
0x,dx, ax,ax,ax Ox,0x,0x, Jest ich 374=81, z ktorych niezaIeZnych jest tylko szesc:

-3 d%,,

axz ax, axz ’
62313

ax?  “axyox,’

e,
ax,ax, (6x,6x,6x axiax,ax.)
u,
"},ax,‘éx ax,ax, .x)

& 33: & 233 %y,

a2 Y ad T 2nesy

3333 a‘:s a’:z) 'azlu

ax, Bx 7 OX3 dx;0x,4 ?

a‘l! EEE a‘l 2) 32823

“ox Tom, Yomy )= ox,0x5"

6‘] 2 6823 a‘l 3) o= a";g
ax; ax; ax; ax‘_ Brz )

+ _
Ox,;0x; ax,‘)

| dalej [2]:
14

Politechnika Swietokrzyska , Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastyczno$ci



- Rownania fizyczne a rownania Hooke’a

Réwnania fizyczne - sg to zaleznosci miedzy odksztatceniami i naprezeniami.
Ustalenie zaleznosci jest najtrudniejszym zadaniem MCO i odbywa sie eksperymentalnie, a w ogdlnej postaci

Zapiszemy jg formutg

Wskazujgc, ze odksztatcenie jest funkcjg nie tylko naprezen, ale rowniez predkosci i przyspieszenie
napreZeh a takze funkcjg czasu i temperatury.

Rodzaj przyjetego zwigzku wyznacza gatgz MCO:

reologie, teorie sprezystosci, teorie plastycznosci,

Mechanike ciatg sztywnego (£=0)

W teorii sprezystosci zwigzek fizyczny przyjmuje
posta¢ prawa Hooke’a (zwigzki nie zalezg w
sposéb jawny od ti T), a ponadto zatozenia:

W zaleznosci od potrzeb w drodze fizykalnej liniowo$ci, sprezystosci materiatu,
formalnych p’)rz.ekszta’fcen. TG izotropii, jednorodnosci materiatu. Przy tych
sformutowac kilka postaci prawa zatozeniach réwnanie fizyczne przyjmuje postaé
Hooke’a [2] [2] szesciu réwnan Hooke'a:

G i A sgfunkcjami punktu i noszg nazwe wspoétczynnikow Lame’go. Istnieje zaleznos¢:

Ev (E,)=(modut Younge'a,
T T wr1 M wspotczynnik
(l +1){(i—2v) Poisson’a); G- modut
Kirchoffa 15
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Prawo zmiany postaci i prawo zmiany objetosci

Do. dewiator i Ao aksjator naprezen—->to sktadowe macierzy naprezen, ustalone jak nastepuje:

G115 0325 033
0215 022, 023
0315 032, 033

<Analogicznie dla macierzy
odksztatcen

3
odf 0'11+0'22+0'33 _

B 3

p—
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- Zagadnienie brzegowe liniowej teorii sprezystosci (ZBTS)

Réwnania TS, umoztiwiajgce postawienie ZBTS. oraz stanowi

ce formalny, matematyczny zapis stuzgcy do
rozwigzania tego zadania.

Réwnania réwnowagi (Naviera)

wraz ze statycznymi warunkami
brzegowymi na Aq

Roéwnania geometryczne
(Cauchy’ego)

wraz kinematycznymi warunkami
brzegowymi na Au

Réwnania fizyczne (Hooke’a) O-lj — ZG gu —+ //Lgrré‘ij = --(i, J =

w ZBTS poszukujemy: 6 funkcji naprezen; 6 funkcji odksztatcen, 3 funkcje przemieszczen= 15 funkcji.

Wykazano [2] istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzania tak postawionego zadania.

Mamy trzy podstawowe metody eliminacji niewiadomych w rownaniach ZBTS:

* metoda sit (rozwigzanie w naprezeniach)

* metoda przemieszczen ( rozwigzanie w przemieszczeniach)

* metoda mieszana,

Sposoby rozwigzywania ZBTS: 1) bezposrednie rozwigzanie, 2) potodwrotne: a) podejscie statyczne ( w statycznie
dopuszczalnych funkcjach naprezen) lub b) podejscie kinematyczne( w kinematycznie dopuszczalnych funkcjach
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- Zasada sup[erpozycji i de Saint-Venanta

Zasada superpozycji: jesli dana jest bryta o okreslonych liniowych wiezach kinematycznych i jesli znamy dla
tej bryty rozwigzanie ZBTS dla konfiguracji obcigzenia (1) i znamy dla konfiguracji obcigzenia (2), to
rozwigzanie ZBTS dla obu konfiguracji jednoczes$nie jest sumg rozwigzan prostych.

De Saint-Venanta: Intuicyjnie sformutowana przez de Saint-Venanta i wielokrotnie potwierdzona

doswiadczalnie. Jesli do bryly na matej powierzchni w poréwnaniu z catg powierzchnig (AS <<S) przytozone
jest obcigzenie wywotujgce pewien stan naprezenia, odksztatcenia i przemieszczenia i jesli na powierzchni
AS. obcigzenie zastgpimy innym, ale statycznie rownowaznym, to wartosci naprezen, odksztatcen i
przemieszczen wywotane drugim obcigzeniem, w dostatecznej odlegtosci od miejsca przytozenia sit, bedg
roz nic sie od siebie dowolnie mato roznity

Zwrocmy uwage, ze teoria sprezystosci zasady tej nie akceptuje, natomiast akceptuje jg wytrzymatos¢é materiatéw).

Skorzystanie z tej zasady nie jest czystym podejsciem teorii sprezystosci, cho¢ m oze by¢ akceptowane z punktu
widzenia inzynierskiego.
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Ujecie macierzowe zagadnienia brzegowego teorii sprezystosci {1}

ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SWIETOKRZYSKIES

BUDOWNICTWO 14

-Leazek CHODOR
Politwohnlia Bwigtokrzyska
Stefan PIECHNIK -
Politechniks Erekeoweks

U/ECIE MKCIERZOME ZAGADMIENIA

1i M-

¥ presy presdstawiono podstawows réwmania kontymmined —teordl
sprqiystodol ¥ ujeclu macdierzowym, Preez teorly komtymualny rosmumlis .
sig nauly ustalajecy prewe mechanioxns, rogdmyts oiskes sajmajgore’
obeier wypeiniony cisgle materiy foontisnom meterialnys/.

Réwnanis mechaniki claia stalego e zapleywans = ¥
korwencil tensorows) El.i.‘.ﬂ- Zapls imclersowy staje aly pralctyozny
priy museryczne] amslizie, Ewigmanej x= dysiretoys podtiasles cbszaru
cials ma pewns podobezary fmetods slementdw slodszonych/ lub dye—
kretyzaciq réwnmi reqdescych tym clales fmetods réinic skmbezonyeh/.
vm-mmwmwwmn-
woad résnicziowych teorii spriiystodcl w réwnanis macderzows, Ogre-
nlezone sia do zmgednief statyszmych. Fodobne presdstawienis  Téw=,

net calkgwych teoril sprefystodol orez sageinied dymmiommch e -

powoduie wiekszych trudrmiol; _
Preyieto astgpuiyce oznacsenia {an w pracy [-l]}u
Jednpkolumnowy maclere fwsktory/ ornmczonc a pomocs kKl
f T
{a}-{ﬂ,‘,ﬂl.....,iﬂ.-] .
mncierz, Bajacy wigced nit jedng kolumny 1 wiges] mit  Jeden
wiersz folekonivoznie wadratows/ =a pomcoy rawisséy Keadrwbowysh

(=30 '

Pt > Poag s o cone

a8
Symbol T oznacza operator transpozycji macierzy. W ten sposdéb

wdrézniono jedno~ i wielokolumnowq macierz, co wprowadza pewnrq Jjas-
noéé przy odczytywaniu zapisu. -

Rozwazane clalo zarmurzone jJest w 3 wymlarowe) przestrzeni eukls
desowe), z bazq'w kartezjaiskim ukiadzie wspéirzednych Xys %o :3'a
Symbolem a[ oznaczono operator réiniczkowania po -zmiermej X 8 3;=I

%x;‘ ’
2. Zagadnienia brzegowe teorii sprgzystoscl
2:1.: Statyozne i kinematyczne warunki brzegowe

Niech'M bedzie punktem w obszerze )4 zajytym przez cj.a%o. i v
clagis powlerzchnig przechodzgqeq przez M 1 rozdzielajgea V  na
omgdcl V, 1 V,. Motna pokazaé, te /przy niektérych zalozeniach tzn
pominigoiu dziatajacych ma U roziozonych par /dziatanie V, na \Z
charakteryzuje sie gestofcia sil {p/r,n/} -fp,. Por p3}T, przy czym
wektor {p] zalezy od wektora wodzgcego r punktu M 1 wektora
normelne) zewmgtrzned {n} = {n.l, n,, nj]T zgodnie z zaleznodcig

[s}{e} ~{p}=0 | (1

gdzie: {6} w{e’" » 822 » €13, 6'2 N ,63‘}1- Jent ‘wektoren napre-
iai /'butaj wspéirzgdne macierzy napre2ai zapisano w p'g;staci wektora
o 1lofci M = (n/n+ 1/ : 2) elementéw, n- wymiar przestrzenij

[S]1=[n o0 0 m 0 m
' o Mg O my My 0O
0o mn, 0om

Jedli powierzochnia v staje ‘si¢ powierzchnig X ograniczajacg cia=
10 o objgtodol V, to réwnenie (1) stanpwi zapis statycznych warun-

- kéw brzegowych, gdzie {p} Jeat ggstosdcisg powierzchniowezo obcigze=

nia ciaia na Xp /czesé powlerzehnd T ma ktérej zadane sy statycz-
ne warunki brzegowe/. Il :

Kinematyoczne warunki brzegowe zadane sz na czgsci’ powierzchn;i.
zewgtrzned olata Xy (Z = Z +X,) , jelt ’

_{u }l£u={”-d} ’ | 2
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gaztes {U}={u,,u,, Ug}  gest wektorem przemieszczefi » nato-
miast Jw} jest dems wartodcls tego wektora dla okreélonego punktu

2:2: Réwnania ‘Naviera-i.Cauchy’ ego

Dla quasistelycznych udm -réwnanie zﬁuqug. Naviera El] mozna
pr:edstan:i.é w. postaci:

[H]{G}+e{x} =0 @
gazie tH] Jest operatorem rézniczkowym,. {X} wektorem ail naowych:
[H]=[e, 0 0 2, 0 2, s 1X}=. .

) a2 03 80 ' x2

ratomlast € ggstoscia claZa /dla matych przemieszczei §=§,, DPrzy;
czym zwykle zakiada sig €, 1, przyjmijac za w nieodksztatconym
clele material ma staly gestodé/s

Yektor naprezenia {0} mozna roztozyé ma dewlator {89} i-aksjs-

tOl‘ {6,\} ]
'{6]"{60}"'{31}’
: {6} ={6y~ 6m » G2z~ sm:ess Bm > 6, 35,631} ’
{6a}={6m ,6m , 64, ,0,0 , 017,
36m =6y + 0y, +6,, . W

‘Gradient wektora przeﬁeazczeﬂ mona.: mz!:ozyé ne temsar obrotu
i tensor maXych deformacji. Tensor matych odksztalced pﬂedstuw

w postaci waktora odksztatoes {€}={&y .e.,,.t-... ‘1'31: iﬁmafm} ,

Wéwozas réwnanie Cauchy’ego mozna wyrazié 2al

. {€&} "[D]{U-} s s &) '

gazie: [D]= I_-H:F , natomiast {\1} {u,, u,,u_,} jest wektorem
przani.eszczui. E

vektor {E}={ €y .+ sz , 03 +E12 ,Eay, Egq} TORRSY D2 de-
wiator {ED} i eksjator {E-A] 3

Ujecie macierzowe zagadnienia brzegowego teorii sprezystosci {2}

{5} {50} + {5:\} s

gazie: {89} {Eﬂ'am ’su Em) 653 Eq._ ,612 ) 523 ,83.‘} [}

{eo\} "‘:-'{5;'”,',5“, €m,0, 0.,'0}'_'-

3Em= &yt €t 55.3_ .

2:3. Zwiazki konstytutywne

Jedld mzp-trywaé :l.zoterniom procesy, to mozna przyjaé s
{B} Jest operatorem {€} /1ub procesu odksztazcei/ [2] s

{6} ?{5} ’ (5)

-‘guziu ) ? jest pewnym operatorem,

' W przypadica procesu izotropowego, jednorodnego, odwracalnego 1
liniowego zachodzg zaleinosScit

{G.A} = SK {GA}
{69} -26 {89} /prewo rmiany posteci/, W)

gdzie: G'p-!ﬁﬂ i 3(‘1_'.%7 s statymi materialowymi,
(®,'Y « moduz Younge i wspéiczynaik Poissona ). ~
Prawo Hooks a motva réwniet przedstewdé w postact [2] &

/prra-wo zmiany obj;tesci/, (6)

{e} [El{e}

. Moi-félt

A+ 2u

L

. svra,_u

A

0
0

0

F
- A

0
o.

)

0|

at QF

i

(¢

As 'E/a"‘UXF'ZV) 1 d®G . wspszczynnild i—ﬂeeﬂ. B
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Ujecie macierzowe zagadnienia brzegowego teorii sprezystosci {3}

2:4; Sformulowanie zagldniepi.n brzegowego
teorii sprezystofci /ZBT3/

Réwnania (3), (4) oraz (8) wraz ze statycznymi (1) i kinematye
cznym (2) werunkami brizegowyml stanowis zagadnienie brzegowe 1i-
niowe) teorii spre¢fystoficl, )

Mozna udowodnié, %e istniejq Jednoznacznie okreélone wektory {8} ,
{E} 4 {u} spezniajace te réwnania.

3; Metody rozwlazywania ZBTS

D341 ﬁém:l.gza:d.o‘w przemi eszczeniach
1lub napr¢zeniach

Réwnania ZBTS moina sprowadzié do postacli w ktére] niewiadomg

bedzie tylko wektor przemleszozet' {u} i Zaleznofcl te, zwene rdu-:

naniaml Lamego, otrzymije sie podstawiajac.-(8) do (3) 1 korzystajac
z (4) ; Da Qo= 1 mamy: : .

[Li{u} +{x}=0 @
sazter [L)=[H][EID]= (A+as) [32 o3, 48] +av?[1 o o
a3 & g . 010
39, a8 o o ot
(V=98] + 83 + 3] - jest operatoren Laplace’s).

Jedli statyézne (1) |1 kinematyczne (2) warunki brzegowe wyrazi~'
my przez przemleszczenia:

{ulgo={u} . ISH{FENublz ={p} . (s
to réwnania (9) wrez z (Sa) stanowiq’ sformutowanie ZHTS w przemiee
szczenlach; ' . b AP :

Dla ZBTS w naprezeniach, tj., gdy ¥ (2) przemieszozenia wyre-
Zone sg przez naprgZenia {u({ﬂ})] mozne zredukowaé réwnania (3), (Wi
(8) do postaci zawlerajacej tylko nieznany wektor {3} J/réwnanis
Beltramiego=-Michella/; Uzyskuje si¢ to eli-inujqc_ {u} z (Q po~-

_ przez mnozenie obu stron tego réwnania przez pewien operstor b oo
‘ . g Lo .

'4

12
2niczkowy; Do takiej postaci réwnania podstawlia sie (8) 1 wykorzys-

mujac (3) otrzymuje

[8]]{6} +[B,]{x}=0 , (10)
1 , _

+ -1
f O

sazter [B,]= v

(e,]=

ZBTS wyrazone réwnaniem Lamego {9)*k lub réwnaniem Baltramiego-
Michella (10) mozna rozwigzaé metods réznic- skoriczonych, metodami
iteracyjnymi, w tym szybkobleing metodsg stopniowych prayblizen oczy
metods lionte Carloe.

}‘;2; HMetody wariacyjne
Jesli istnieje potencjar ¢ , taki ze
&)~ Hep=88 » (m
to rozwigqzanie ZBTS w przemieszczeniach sprowadza si% do okrefle~
nia punktdw stacjonarnofci funkojonatu Lagrange'a T

o ST =&(Wp-L)=0 ()
gdzie: W, = s@({uv dy - praca six wm;:trznych
Y . -
L = Q{X}T{u}dvi' {p}T{u}dE- praca sit zewrstrznych
Jedli opérator ?—1({ (-{e}) Jest po%enc.jalw, to rozwigzanie

ZBTS w raprezeniach uzyskaé mozna przez poszukiwanie takich {6}, n=
ktérych realizuje sie minimum funkcjonatu Castiglisno TH*

. S =§(NL-L*)-0 , (5)
‘gdziet 'A‘"p -IQ.({Q})JV s .P .
v
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- Ujecie macierzowe zagadnienia brzegowego teorii sprezystosci {4}

L= ;( [s1{6})T{U} dA

Dla ciat liniowo sprezystych zachodzi é“ o /B25t05¢  energii
komplementarne) jes‘b réwna ggstodei enery.i potenc;lalnej/ . .
Punktéw stacjonarnodci :unhc.}omléw Lagrange’a czy Cast:i.gli.am
/1lub Reissneia/ poszukuje sig¢ metods Ritza, Fizonienko-Borodicza ,
Galerkina~Pietrowa, Bubnowa=Galerkina, najmniéjszych kwadratéw 1lub
Kantorowicza=Leibnitza: B
' Rozwigzmy na przyklad plerwsze ZBI'S metodq Ritza. W tym'  celu
zatézmy, ze wektor przemieszczenia dowolnego punktu cisia moina wy—
razié liniows kombindcJs funkcdl dopuszczalnych (p{i-:)/zﬁnh:;ji Ritza/

S Ui(T)= %,(r)»fz% (e,
gdzie ay 8 staXymi wspélczynn.‘l.kami. Réwnanie (14) mozna zapisaé
w postaci macierzowe] )
' - {u}=IN}Ha}-
Réwnanla Cauchy’ego (U) pnfam-pomé

{e}=[R){a} s ([R]1=[DIIN]).

staze {a} wyznaczymy 2 wamnlm stacjonaméci funkcjonatu Lagrerge’a.

(12) & wiedzac ze:

Wp = {@dv= ﬂ {erterdv = 4 {fa} IR {e}av,
L= Se{u}T{X}dv + {{u{p}az= &e{o}‘[N] {x}dv +
+ Q{a} [NI"{p}ds.

‘Rézniczkulac (12) po {B}T otrzym.ny algebraliczne réwnanie macie -
rzowve do wgmczmaia wektora {a}s

o} =R + (e}

[k] =§ [RI'CEI(R]AY,
{R}= ig[u}'{x} dv,
{Fg} =i£~1’{p} dr . |

b Podsumwanie

Przedatawiom ujgcle rdéwnan kontymalnej teorii sm:ys'boéci v
formie macierzowej stanowi usystematyzowanie i uzupeinienie Trepre-
zentac)l mdcierzowe]j tych réwnai spotykanej w literaturze. Konse=

.kwentne i spéjne macierzowe sformulowanie podstawowych réwnari. poe

zwolilo na otrzymanie rozwigzei ZBTS bez uciekania gig.do zapi'su
tensorowego.Zapis macierzowy ma ewldentns przewage nad zapisem ten-
sorowym, gdy stosujemy metody komputerowe obliczeri.

Zapruponowq:n reprezentacjy macierzowa da sig rozszerzyé ha ca-
13 Mechaniks Ciata Odksztaicalnego.
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MATRIX FORMULATION OF BOUNDARY PROELEM OF
LINEAR THEORY OF ELASTICITY

Summary
This work presents an matrix representation of equations of

1linear theory of elasticity, lMethods of solving boundary problem of
theory-of elasticity has showm. One exampl is given.
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