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ALGORYTM SZACOWANIA LOSOWYCH ODPOWIEDZI SYSTEMOW KONSTRUKCYJNYCH
PRZY UZYCIU STOCHASTYCZNEJ METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH

1. Wprowadzenie

Z uwagi na topologig rzeczywistych konstrukcji, zbudowanych z powta-
rzalnych elementdéw technologicznych., naturalna jest dyskretyzacja na
elementy skorficzone rdwniez w losowej analizie Kkonstrukcji. Oprdécz
konwencjonalnych zasad podziaiu na elementy skoficzone nale2y wziad pod
uwage wartosé i zagieg korelacji cech konstrukcji i obciazenia.

Contreras [1] (1980) uzywa nazwy ‘“stochastyczna metoda elementdw
skoficzonych" w celu cznaczenia sposobu szacowania losowych odpowiedzi
konstrukcji znajdujacej sie w losowym polu obciazen. Rozpatruje sto-
chastyczne rdzniczkowe rdéwnanie ruchu realizacji systemu zdyskretyzowa-
nego na elementy skoticzone. Nie bierze jednak pod uwage losowego pola
konstrukcji, a obliczenia prowadzi na globalnych macierzach sztywnosci
systemu.

Vanmarcke [2] (1982) stosuje skale fluktuacjii pola losowego
jako integralna miare korelacii. W tym ujeciu macierz korelacji ziozona
jest z korelacji miedzy parami lokalnych s$rednich stowarzyszonych 2z
ré2nymi obszarami pola. Obszary te nazwano elementami skoficzonymi a
analize ukiadu stochastyczna metoda elementdw skoficzonych. Vanmarcke i
Grigoriu [3] (1981) taka technike stosuja do analizy wolnopodpartej
belki z losowymi sztywnofciami.

Wong (4] (1986) analizuje liniowe problemy drgarh, stosujac dyskre-
tyzacje losowego réwnania rézniczkowego przy jednoczesnym uzyciu stan-
dardowych technik elementdw skoficzonych i ré2znic skoficzonych. Uwzglednia
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losowe wymuszenia i losowe warunki poczatkowe zadania. Natomiast wias-
nodci gystemu konstrukcyinego traktuje w sposdb deterministyczny.

Langley w pracy [5]) (1987) rozpatruje nieliniowy oscylator z jednym
stopniem swobody poddany dziataniu stacjonarnego 1lub niestacjonarnego
gaussowskiego procesu obciazeri, a w pracy [6](1987) pokazuje =zasto-
sowanie linearyzacji stochastycznej w analizie losowych odpowiedzi kon-—
strukcji. Rozwiazania uzyskuje metoda elementdw skoriczonych, stpéujac
dyskretyzacje czasoprzestrzeni po czasie. Nie uwzglednia losowego
charakteru materialnego pola konstrukcji.

Dickinson i Savage (7] (1987) zwracaja uwage, Ze algorytmy numeryczne
winny by< tak opracowane, aby ujawnié fizyczny sens rozwiazywanych za-
gadniern i umozliwi¢ skuteczne szacowanie }osow?ch odpowiedzi duzych,
zt ozonych konstrukcii. Model dutego systemu, zdyskretyzowanego na super-
elementy w polu losowych obciazenh sitami lub przemieszczeniami formuiuja
przy uzyciu teorii sieci. Nie uwzgledniaja losowych cech konstrukcji.

Kiureghian, Lin i Wang [8](1987) “stochastyczna metoda elementdw
skoficzonych" nazywaja sposéb analizy =zdyskretyzowanego pola losowego
konstrukcji i jej otoczenia. Zwracaja uwage, Ze po dyskretyzacji rozmiar
wektora zmiennych wejsciowych moze byé¢ bardzo duzy (rzedu wielu setek
iub tysiecy). W zwiazku z tym nalezy dazyé¢ do stosowania szybkich,
aproksymacyjnych metod numerycznego catkowania prawdopodobiefistwa znisz-
czenia. Omawiaja metody drugiego rzedu aproksymacji niezawonosci

Isystemu.

W niniejszej pracy oméwiond koncepcje stochastycznej metody elementdw
sxoficzonych (SEMES) dostosowanej do szacowania parametrdw losowych odpo—
wiedzi systeméw konstrukcyjnych. Zaproponowane sformuiowanie umozliwia
szacowanie wartofci oczekiwanych oraz losowych zmiennodci kazdej wiel-
<osci wystepujacej w obliczeniach inzynierskich.

Stochastyczna metoda elementdw skoficzonych Jjest sposobem analizy
losowo odksztalcalnej konstrukcji, polegajqcym na dyskretyzacji systemu

konstrukcyjnego na stochastyczne elementy skorczone i stosowaniu metod
probabilistycznych na etapie b‘ud?lﬂy systemu [9].

Metoda speinia dwa postulaty: 1) losowe pole witasnodci konstrukcji
jest dyskretyzowane na stochastyczne elementy skoniczone, 2) analiza pro—

babilistyczna wykonywana jest przed ziozeniem konstrukcji z elementdw.

W celu przystosowania algorytmu obliczers do rozwiazywania duzych,
ztozonych systemdw, zastosowano aproksymacyina metode caikowania pierw-
szego rzedu, to znaczy metode linearyzacji. StochastycZzne pole ciagte
zastapiono dyskretnym polem losowym, w ktérym' kazda zmienna jest
charakteryzowana pierwszym i drugim momentem statystycznym.
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2. Dyskretyzacja konstrukcji

Obszar konstrukcji, bedacy stochastycznym polem parametryzowanym
przez wspoirzedne punktdéw konstrukcji zastapiono dyskretnymi podobszarami.
ktdre nazwano stochastycznymi elementami skoficzonymi (SES).

Przyktad dyskretyzacji konstrukcji na SES pokazano na rys.l, gdzie
wydzielono stochastyczne elementy pretdw <e>, wezidw <w> i potaczeh <p>.
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Przyjeto, 2ze losowe wtasciwosci SES sa w peilni autokorelowans w je-—
go obszarze. Z zatozenia tego wynika, ze =z prawdopodobienstwem réwnym
jednosci wiasnosd x1 W punkcie P2 SES jest deterministyczna funkcia i~
niowa XL w punkcie F;; Pr{xi(Pz]-a+bxi{P;}}-1. gdzie X jest miara wras-
nosci Xt, natomiast a i b s8a deterministycznymi wapdélczynnikami (rys.2:.

Dowolna korelacja moze zachodzié pomiedzy : 1) réznymi wtasnodciami w
obrebie jednego elementu, 2) dowolnymi wiasnosciami dwdch elementdw.

Zmienne losowe XL charkteryzujace SES <e’> zestawimy w wektor re,

Dyskretyzacje losowych wymuszeri ukiadu, charakteryzowanych przez sta-
tyczne oraz kinemhtyczne warunki brzegowe moZzna przeprowadzié przy zato-
2eniu, Zze zostaty wyznaczone integralne parametry statystyczne wymuszef,
pozwalajace traktowa¢ je jako zmienne losowe W peini skorelowane na
powierzchni kazdego elementu skoficzonego konstrukcji. Stowarzyszone z
<@

elementem <e> obciazenia powierzchniowe mozna wiaczyé do wektora X
Natomiast wiezi podporowe mozna traktowaé¢ jako odrebne elementy.

3. Sterowanie liczba zmiennych losowych

Ze wzgledu na to, 2e liczba zmiennych losowych wprowadzonych razem =z
elementami stochastycznymi moze by¢ w praktyce bardzo duza, wigc istotne
znnczenié maja zabiegi imierzajaca do jej redukciji.

Sterowanie liczba zmiennych losowych mo2na prowadzié na drodze:

1) zmniejszenia liczby elementdw stochastycznych, 2) wprowadzenia
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losowych ukiaddw miar , 3) zastosowania superelementdw stochastycznych.

Zmniejszentia liczby elementdw stochastycanych mozna dokonad, biorac
pod uwage Zrdédia korelacji wkasnofci systemu. Z analizy przeprowadzoneji
przez Garsona (1980) wynika, 2e wspdtczynnik korelacii miedzy wltasnos-—
ciami elementdw wykonanych z tego samego profilu hutniczego, w podobnei
technologii moze dochodzié¢ do 0.98. Dlatego, prowadzac makroskopowsa ana-—
lize konstrukcji przyjeto., 2e elementami stochastycznymi 8a elementy
wysyi kowo-montazowe. Elementéw SES moze byé znacznie mniej od elementdw
konwencjonalnych. Jeden SES moZe skiada¢ sie =z roztacznych czesci
konstrukcji. Jeden konwencjonalny element skoficzony musi by¢ jednak w
catodci przypisany do jednego z elementdw SES.

W losowym ukladzie miar u kazda zmienna losowa X zapiszemy
multiplikatywnie [9]

X, = x LT . (1)
gdzie : x,— nielosowy modut wielkoéci X ; 1, m, t - nielosowe wyktadniki
poteg jednostek wymiardéw; L, M, T - losowe jednostki reprezentujace
kolejno diugosS¢, mase i czas. Jednostki L, M, T maja wartosci oczeki-
wane odpowiednio 1m, 1lkg, 15 i losowe zmiennofci integrujace wszystkie
losowe fluktuacje X . Méwiac obrazowo: przyjeto, Ze losowy jest przymiar,
ktdérym mierzone sa w}asnosc Xi. Zapis (1) pozwala uproscié¢ wyrazenia
wystepujace w SMES i w sposdb klarowny konstruowaé algorytmy numeryczne.
W radykalny sposéb redukuje réwniez liczbe zmiennych losowych opisuja-—
cych jeden SES.

al b) c) Przykiad 1. Korelacja

,:_..__.. [—:_'_-_-:‘-"ﬂ charakterystyk geome-—
L7"‘: ‘ “ |= trycznych przekroju po-

t__ |1 il przecznego preta.
Lg | I! |‘ Na rys. 3 zilustrowano
= ll—:_—_::-J_j zmiany przekroju preta
Lit___ — L przy przyjeciu réznej
L2 liczby losowych ukiaddw
Rys.3.

miar, opisywanych loso-
-wymi jednostkami liniowych wymiardw przekroju.

Rozwazmy korelacje funkcyjna miedzy polem przekroju A, momentami
bezwt adnosci L. ly oraz wycinkowym momentem bezwladnosci Lu w przypadku
dwdch losowych ukiadéw miar (rys.3b). Poszczegdlne losowe charakte—
rystyki geometryczne przekroju mozna zapisaé nastepujaco:

A= ALL, 1= ILL, 1~ 1LlL,, 1= IL'L}. Macierz minimalnych
wspStczynnikow korelacji miedzy tymi 2zmiennymi, oszacowana metoda
linearyzacji, wynosi:
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. .& l" -Iy lw Podkreslmy. 2e sa to minimalne wspétczyn-
el =1 0.87 0.87 0.34 niki korelacji, uzyskane przy =zatozZeniu
min 1 0.6 0.87 braki kovel 1 wed Lo
1 0.87 u korelacji miedzy 4 LzA Duze war-
1 tosci wspdiczynnikdw Prin Swiadcza o
znacznej korelacji migedzy charakterystykami geometrycznymi nawet przy
Prerz=0- Do celdw inzynierskich mozna zatozy¢ wiec, 2e losowy ksztait

przekroju opisuje wystarczajaco dokiadnie jeden wymiar liniowy. W razie
rotrzeby =zatozenie to moZzna ostabi¢ i wprowadzié kilka liniowych
Jednostek wymiardw przekroju preta.

Hierarchiczne rozwiazywanie konstrukcji =za pomoca superelementdw
stochastycznych umozliwia rozitozenie duzego problemu na szereg mniej-
s2ych i1 rozwiazywanie ich niezaleznie jeden od drugiego. Po znalezieniu
parametrdw statystycznych odpowiedzil superelementdw stochastycznych
alezy tymi wielkosciami obciazyd weziy konstrukcji, traktujac te
wbciazenia jako losowe wymuszenia. )

4 Sformuiowanie macierzowe réwnant linearyzacji stochastycznej

Rozwa®my system konstrukcyjny ziozony z elementdw stochastycznych.
Zatdézmy, 2e znany jest model matematyczny systemu, uwzgledniajacy odchy-
cenia geometrii konstrukciji od ksztattu idealnego, niedoskonatodci muie—
riatu konstrukcji, odchylenia punktéw przykozenia, kierunkéw i wartosci
sit a takze inne niedoskonatosci:

2’W"om‘= K{ Rosl' xi.nl.' )4 (2)

gdzie [K jest macierza sztywnosci/podatnosci konstrukcji. Réwnanie
systemu (2) moZzna wyprowadzié¢ w spséb tradycyiny (deterministyczny)
Z globalnego wektora wejféciowych zmiennych losowych X wydzielono pod-

wektor R.“ wymuszen zewnetrznych oraz podwektor R““ wiasnosci geomet-

rycznych i mechanicznych konstrukecji. i
Parametry statystyczne wektora odpowiedzi 'Y mo2na oszacowad na

podstawie znanej wartodci oczekiwanej EX oraz kowariancji covX wektora X

z formul linearyzaciji stochastycznej wokét wartofci oczekiwanych X [9]:
E¥ = f(ER) , cov¥ = (8f /3R )+covR- (3 /OR)T, (3a.b)

gdzie f jest jeszcze nieznana wektorowa funkcija rozwiazania rdéwnania
(2). Do oszacowania kowariancji covY¥ potrzebna jest znajomosé mac ierzy
czutodci /R, ktéra mozna wyznaczyé bez znajomosci funkcji £ (p.5 ).

Parametry EX oraz covX mozna wyznaczyé podczas statystycznych badan
prébek o rozmiarach rzedu wymiardw elementéw , lub podczas badan probek
o mniojazych'fozmiarach i zastosowaniu superelementdw stochastycznych.
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5. Szacowanie globalnej macierzy czutosci systemu konstrukcyjnego

Przyimijmy, Ze réwnanie réwnowagi é?stemu (2) zostato wutoione zgod-
nie z konwencjonalnymi zasadami metody elementdw skoficzonych. Jest wiec
nieliniowym ukitadem rdwnath algebraicznych =z losowymi wepdiczynnikami.

Réwnanie (2) przepiszmy w nastepujacej postaci

(K°+-Kﬂ+ KL)?- R.

b (4)

gdzie macierz sztywnodci =ziozono 2z macierzy sztywnosci poczatkowej
K(RLMJ, macierzy geometrycznej ma(xhﬂ,»gxt) oraz macierzy duzych
pPrzemieszczen IKL (Rim.‘f ).

W celu oszacowania wartosci oczekiwanej wektora ¥ =z formuity (3a)
nalezy rozwiaza¢ rdéwnanie (4) dla oczekiwanej sztywnodci systemu.

W celu oszacowania macierzy czulosci systemu przerdiniczkuimy obu-

stronnie réwnanie (4) po dowolnej wspdirzednej 21 wektora x-[xhﬁax.ﬂl:

dko dko dKL o au.xt i
W*ﬂ.-*err’“*["‘o'“‘o*%]:rr’—srv k31
gdzie dKL/dXL- dKL/JXt + 0KL/JW°0V/3Xi. (5a)

Jesli macierz duzych przemieszczen KL-O. to réwnanie do wyznaczania
mactieray czutodcl mozna zapisad w postaci analogicznej do (4):

(K, +K,) 8¥/0X = B, (6)
gdzie prawa strona réwnania B= 8% /X, — (OK /8% +dK _/8X Y. (6a)
ext % -] i a 18

Zauwazmy, Zze szacowanie macierzy czuiosci w tym przypadku sprowadza
sie do rozwiazania ukiadu réwnatt liniowych podobnych do réwnania
realizacji (2). Inny jest tylko wektor prawych stron. Wystarczy wiec
jednokrotnie ztriangularyzowad macierz (K;+K°] W oczekiwanym punkcie
réwnowagi i kKorzystad z niej zardwno przy wyznaczaniu EY jak i aw/axr

W przypadku wuwzglednienia duzych przemieszczert lub nieliniowosci
fizycznej prawa strona rdwnania macierzowego do wyznaczania macierzy
czutosci zalezy od iloczynu &K /o¥-8¥/dX *¥. Macierz czutosci nalezy
wodwczas szacowad iteracyjnie w oczekiwanym punkcie réwnowagi systemu.

Wystepujace we wzorach (5) oraz (6) pochodne globalnej macierzy
sztywnosci dK/OXt mozna skiada¢ =z pochodnych macierzy sztywnosci
elementéw stochastycznych:

aw/0x = Y ax®’

<@

/0%, 7)
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6. Szacowanie macierzy czutofci elementu

Jesli znana jest jawna posiad macierzy sztywno#ci elementu K,
to macierz a&“"/d& (7) mozna okliczyé przez analifyczne ré2niczkowanie
K w ukiadzie lokalnym i przetransponowanie wyniku do .ukiadu,
globalnego.

W przeciwnym razie dobre rezultaty mozna uzyskaé¢ wdwczas, gdy mozliwe
jest analityczne rdZzniczkowanie pod znakiem caiki wyrazenia na macierz
sztywnoéci elementu. W ten sposéb mozna uniknac rézniczkowania
numerycznego i zastapi¢ je catkowaniem. '

Jesli wymienione powyzej metody uzyskiwania macierzy czutosci
systemu zawodza, to rdzniczkowanie mo?na wykonaé¢ numerycznie. Jednakze
nalezy tego unika¢ ze wzgledu na czasochionnos$c i maia dokiadnos< metody
w duzych systemach konstrukcyinych.

7. Przykiad numeryczny

Na rys.4 pokazanc trend oraz wspédiczynnik zmiennofci wzglednego
momentu przesitowego m i podporowego m sprezysto-plastycznej belki
dwuprzestowei. Wyniki numeryczne uzyskane 2 OpPracowanego programu
komputerowego do analizy belek 2z uwzglednieniem sit poprzecznych,
poréwnano z danymi eksperymentalnymi.
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8. Uwagi i wnioski

anroponowana algorytm stochnstyqznej metody elementdw skoriczonych
iest dostosowany do numerycznego szacowania parametréw losowych odpo-
wiedzi ziozonych konstrukcji intynierskich.

Szacowanie globalnej maciariy czutosci systemu moZzna prowadzid
rdwnolegle 2z rozwiazaniem renlizchi konstrukciji. -

Redukcje zmiennych losowych systemu mo2na uzyskaé przez 2zZmnieiszenic
liczby stochastycznych elementdw skoficzonych, wprowadzenie losowych
jednostek miar bad2® zastosowanie superelementdw stochastycznych.

Wykaz literatury
3 Contreras H.: The Stochastic Finite-Element Method, Comput.
Structures, 12, 1980, s. 342-348. :

. Vaumarcke E.H.: Stochastic Finite Element Analysis, In: Analysis of
Random Capacity of Structures, ed. A. Murzewski, KILIW PAN,
Jabtonna-Warszawa, 1982. :

.. Vanmarcke E.H., Grigoriu M.: Finite Element Analysis of Bear= wit.:
Random Rigidity, J.Engng Mech.Div., Proc.ASCE, 1981.

. Wong F.S.: Finite Element/Difference Methods in Random Vibration.
Compguters and Structures, 23, 1986, 1, s8.77-85.

;. Langley R.S.: A Finite Element Method for the Survival Probablity «<:
Nonlinear Oscillators, Comput. Structures, 27, 1987, 5, 8.611-617.

i

Langley R.S.: Stochastic linearisation of geometrically Non-linear
Finite Element Method, Comput. Structures, 27, 1987, 6, 8.721-727.

Dickinson R.R., Savage G.J.: Automated Second Moment Analysis of Laxi-
Structures with Random Exications, Comput. Structure, 27, 1987, 5, =.
657-669.

i Kiureghian A, Lin H.-Z., Hwang £.-J.: Second-Order Reliabiiit:
Approximations, J.Engng Mech., Proc. ASCE, 113, 1987, 8

Chodor L.: Stochastyczna metoda elementdw skohczonych w zagadnieniar'.
losowej mechaniki konstrukcji, Materiaty konferencji Naukowe3i PZITB .
KN PAN, tom 1: Teoria Konstrukcji, Krynica 1988

EVALUATION OF RANDCM RESPONSE OF STRUCTURES
USING STOCHASTIC FINITE ELEMENT METHOD

Summary

The discretization process of the random deformating structures and
houndary condidtions on the stochastic elements is proposed. Methods orf
reduction the number of random variables are discussed. The random
systems of measures and stochastic superelements are introduced. In the
paper are presented: the matrix formulation of the first-order second
moment method. the process of estimation sensivity matrix of structures
on the random rearrangement, the mean and covariance matrix of random
response of structures. Proposed version of the stochastic finite
element method is able to used for many engineering problems cf complex
structures.



