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ALGORYTM SZACOWANIA LOSOWYCH O~POWIEDZI SySTEMów KONSTRUKCYJNYCH
PRZY U2YCIU STOCHASTYCZNEJ METODY ELEMENTóW SKO~CZONYCH

1. Wprowadzenie

Z uwagi na topologię rzeczyWistych konstrukcji. zbudowanych z powta-
rzalnych elementów technologicznych. naturalna jest dyskretyzacja na
elementy skończone również. w losowej analizie konstrukcji. Oprócz
konwencjonalnych zasad podziału na elementY,skończone należy wziąć pod
uwagę wartość i zasięg korelacji cech konstrukcji i obciążenia.

Contreras [1) (1980) ~yWa nazwy "stochastyczna metoda elementów
skończonych" w celu oznaczenia sposobu szacowania losowYch odpowiedzi
konstrukcji znajdującej się w losowym polu obciążeń. Rozpatruje sto-
chastyczne różniczkowe ,równanie ruchu realizacji systemu zdyskretyzowa-
nego na elementy skończone, Nie bierze jednak pod uwagę losowego pola
konatrukcji. a obliczenia prowadzi na globalnych macierzach sztywności
systemu.

Vanmarcke [21 (1982) stosuje skalę fluktuacji pola losowego
jako integralną miarę korelacji. W tym.ujęciu macierz korelacji złożona
jest z korelacji między parami lokalnych średnich stowarzyszonych z
różnymi obszarami pola. Obszary te nazwano elementami skończonymi a
analizę układu stochastyczną metodą elementów skończonych. Vanmarcke
Grigoriu [31 (1981) taką technikę stosują do analizy wolnopodpartej
belki z losowymi sztywnościami.

Wong [4] (1986') analizuje liniowe problemy drgań, stosując dyskre-
tyzację losowego równania różniczkowego przy jednoczesnym ~yciu stan-
dardOwYch technik elementÓw skończonych i różnic skończonych. Uwzględnia
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losowe wYmuszenia i losowe warunki poczĄtkowe zadania. Natomiast włas-
ności systemu konstrukcyjnego traktuje w sposób deterministyczny.

Langley w pracy [5J (1987) rozpatruje nieliniowY oscylator z jednym
stopniem swobody poddany działaniu stacjonarnego lub niestacjonarnego
gaussowskiego procesu obciążeń, a w pracy [6.)(1987) pokazuje zasto-
sowanie linearyzacji stochastycznej w analizie losowYch odpowiedzi kon-
strukcji. Rozwiązania uzyskuje metodĄ elementów skończonych, stośując
dyskretyzację czasoprzestrzeni PO czasie. Nie uwzględnia losowego
charakteru materialnego pola konstrukcji.

Dickinson i Savage [7) (1987) zwracajĄ uwagę, że algorytmy numeryczne
winny być tak opracowane, aby ujawnić fizyczny sens rOZWiĄzywanych za-
gadnień i umożliwić skuteczne szacowanie losowYch odpowiedzi dużych,
złoionych konstrukcji. Model dużego systemu. zdyskretyzowanego na super-
elementy w polu losowYch obciążeń siłami lub przemieszczeniami formułujĄ
prZY użyciu teorii sieci. Nie uwzględniajĄ losowYch cech konstrukcji.

Kiureghian. Lin i Wang [8](1987) "stochastycznĄ metodĄ elementów
;kończonych" nazywajĄ sposób analizy zdyskretyzowanego pola losowego
konstrukcji i jej otoczenia: ZwracajĄ uwagę. że po dyskretyzacji rozmiar
wektora zmiennych wejściOwYch może być bardzo duży (rzędu wielu setek
lub tysięcy). W zwiĄZku z tym należy dĄŻYĆ do· stosowania szybkich.
aproksymacyjnych metod numerycznego całkowania prawdopodobieństwa znisz-
«zen ia . OmawiajĄ metody drugiego rzędu aproksymacj i niezawoności
systemu.

W niniejszej pracy omówiono koncepcję stochastycznej metody elementów
skończonych (SMES) dostosowanej do szacowania parametrów losowYch odpo-
wiedzi systemów konstrukcyjnych. Zaproponowane sformułowanie umożliwia
szacowanie wartości oczekiwanych oraz losowYch zmienności każdej wiel-
xoś ci wYstępujĄcej w ob liczeniach inżynierskich.

Stochastyczna metoda element6w skończonych jest sposobem. analizy

losowo odJo.sztafcaLnej ","onstrw..cji. poLeeajqcym. na dysi<tretyza.cji systemu

Ronstrul<tcyjneeo na stochastyczne elementy skończone i stosowaniu metod

probab(listycznych. na etapie buc:tt:"'Y systemu [9].

Metoda spełnia dwa postulaty: 1) losowe pole własności konstrukcji
jest dyskretyzowane na stochastyczne elementy skończone. 2) analiza pro-
babilistyczna wYkonywana jest przed złożeniem konstrukcji z elementów.

W oelu przystosowania algorytmu obliczeń do rozwiĄzywania dużych,
złożonych systemów, zastosowano' aproksymacyjną metodę całkowania pierw-
szego rzędu, to znaczy metodę linearyzacji. Stochastyczne pole ciągłe
zastąpiono dyskretnym polem lOSOwYm. w którym' każda znu erma jest
charakteryzowana pierwszym i drugim momentem statystycznym.
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2. Dyskretyzacja konstrukcji

Obszar konstrukCji. będący stochastycznym polem parametryzowanym
przez współrzędne punktów konstrukcji zastąpiono dyskretnymi podobszarami.
które nazwano stochastycznymi elementami skończonymi (SES).

Przykład dyskretyzacji konstrukcji na SES pokazano na rys.l. gdzie
WYdzielono stochastyczne elementy prętów <e>. węzłów <w> i połączeń <p>.

(e)

elementy stochastyczne·
elementy konwencjonalne

Rys.l

aproksymacja

rzeczysty

przebieg x,
Rys.2

Przyjęto, ~e losowe właŚciwości SES są w pełni auto~oretowane w je-
gO obszarze. Z zało2enia tego wynika, że z prawdopodobieństwem równym
jedności własnoś~ X, w punkcie P

2
SES jest deterministyczną funkcją li-

niową X. w'punkcie P : Pr{x. (P )-a+bx. (P )}-l. gdzie x. jest miarą włdB'-
1. t. 1. 2 1. t \.

ności X" natomiast a i b są deterministycznymi wsp6ł czynnikami (rys.2 j .

DoblOtna ~oreLa.cja może zechodz rć pomiędzy : 1) różnymi własnościami w
obrębie jednego elementu, 2) dowolnymi własnościami dwóch elementów.

Zmienne losowe X. charkteryzujące SES <e> zestawimy w wektor ~<.> .•Dyskretyzację losowych wymuszeń 'układu, charakteryzowanych przez sta-
tyczne oraz kinematyczne warunki brzegowe mo~na przeprowadzi~ przy zało-
żeniu, że zostały wyznaczone integralne parametry statystyczne wymuszeń.
pozwalające traktować je jako zmienne losowe w pełni skorelowane na
powierzchni każdego elementu Skończonego konstrukcji. Stowarzyszone z
elementem <e> obc taż en i a powierzchniowe możne włączyć do wektora ~<.>.

Natomiast więzi podporowe można traktować jako odrębne elementy.

3. Sterowanie licżbą zmiennych losowych

Ze względu na to. że liczba zmiennych losowych wprowadzonych razem z
elementami stochastycznymi może być w praktyce bardzo duża. więc istotne
znaczenie mają zabiegi zmierzające do jej redukcji.

Sterowanie liczbą zmiennych loso~ch mo~na prowadzić na drodze:
1) zmniejszenia liczby elementów 8toc~astycznych. 2) wProwadzenia
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losowych układów miar . 3) zastosowania superelementów stochastycznych.
2mn.iejśzenia Liczby eLementów stochastycznych można dokonać. biora,c

pod uwagę żródła korelacji własności systemu. Z analizy przeprowadzonej
przez Garsona (1980) wynika. że współczynnik korelacji między własnoś-
ciami elementów wykonanych z tego samego profilu hutniczego. w podobnej
technologii może dochodzić do 0.98. Dlatego. prowadząc makroskopową ana-
lizę konstrukcji przyjęto. że elementami stochastycznymi sa, elementy
wysyłkowo-montażowe. Elementów SES może być znacznie mniej od elementów
konwencjonalnych. Jeden SES może składać się z rozłącznych części
konstrukcji. Jeden konwencjonalny element skończony musi być jednak w
całości przypisany do jednego z elementów SES.

W lo~o"'Ym. ~rad2ie m.iar u każdą zmienna.
multiplikatyWnie [9]

loso~ X., zapiszemy

(1)

gdzie : X.- nieloeowy moduł wielkości X.; l. m. t - nielosowe wykł adniki• •potęg jednostek wYmiarów; L. M. T losowe jednostki reprezentuja,ce
kolejno długość. masę i czas. Jednostki L. M. T mają wartości oczeki-
wane odpowiednio 1m. 1kg. 1e i losowe zmienności integrujące wszystkie
losowe fluktuacje X.. M6wiąc obrazowo: przyjęto. że losowy jest przymiar.,
którym mierzone sa.~asno~ć Xi.' Zapis (1) pozwala uprościć Wyrażenia
występujące w SMES i w sposób klarowny konstruować algorytmy numeryczne.

redukuje również liczbę zmiennych losowych opisuja,-W radykalny sposób
cych jeden SES.

al bl cI Przykład 1. J<orelacja

D
rr===-~ charai't.terystyk 690_-

, ' 1'0:1
trycznych przekroju po-

~}'I II
prZeCznB60 prttta.

II 'I Na rys. 3 zilustrowano

~-=-==~ zmiany przekroju prętaL'L -L przy przyjęciu różnej
L2 liczby losowych układów

Rys.3. miar. opiSyWanych loso-
wYmi jednostkami liniowych wYmiarów przekroju.

Rozważmy korelację funkcyjna. między polem przekroju A.
bezwładności ~. ly oraz wycinkowYm momentem bezwładności Iw
dwóch losowych układów miar (rys.3b). POSzczeg~lne losowe

momentami
w przypadku

charakte-
rystYki geometryczne przekroju można zapisać następuja,co:
_Ac AL L I I L L9

• I - I L9L. I - I LaLa. Macierz
i 2' ". ·x i 2 -y x i 2 -w (ol i z

współczynnikow korelacji między tymi zmiennymi. oszacowana
linearyzacji. wynosi:

minimalnych
metodą
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Iw Podkreślmy, ~e są to minimalne współczyn-0:34] niki korelacji, uzyskane przy zało:!eniu
g:~~ braku korelacji mi~dzy Li i L2. Duże war-
1 tości współczynników PM,n świadczą o

znacznej korelacji mi~dzy charakterystykami geometrycznymi nawet przy
Pl.ś,L2=O-. Do celów i~ynierskich moż na zało~yć więc, ż e losowy kształt
przekroju opisuje wystarczająco dokładnie jeden wYmiar liniowy. W rdZle
potrzeby zało:!enie to mo:!na osłabić i wprowadzić kilka liniowych
jednostek wYmiarów przekroju pręta.

m\.n

!

T
I-,.

0.87
1

I=v
0.87
0.6
1

p

Hierarchiczne rozwiązywanie konstrukcji za pomocą s~peretementów

stochastycznych um~liwia rozło~enie dużego problemu na szereg mniej-
~zych i rozwiązywanie ich niezale:!nie jeden od drugiego. Po znalezieniu
parametrów statystycznych odpowiedzi superelementów stochastycznych
"ale::!:ytymi wielkościami obciążyć węzły konstrukcji, traktując te
,)bcią:!eniajako losowe wYmuszenia.

4 Sf0rmt1łowanie maci~rzowe równań linearyzacji stochastycznej

Rozwa~my system konstrukcyjny złozony z elementów stochastycznych.
Załó:!my, że znany jest model matematyczny systemu, uwzględniający odchy-
lenia geometrii konstrukcji od kształtu idealnego, niedoskonałości mate-
riału konstrukcji, odchylenia punktów przyłożenia, kierunk6w i wartości
sił a także inne niedoskonał ości:

(2)

gdzie ~ jest macierzą sztywnOŚCi/podatności konstrukcji. Równanie
systemu (2) mo::!:nawyprowadzić w spsób tradycyjny (deterministyczny)
Z globalnego wektora wejściowych zmiennych losowych ~ wydzielono pod-
wektor lI(.Xl wYmuszeń zewnętrznych oraz podwektor ~i.nl własności geomet-
rycznych i mechanicznych konstrukcji.

Parametry statystyczne wektora odpOWiedzi I~ m~na oszacować na
podstawie znanej wartości oczekiwanej Ell( oraz kowariancji cov~ wektora ~
z formuł linearyzacji stochastycznej wok6ł wartości oczekiwanych ~ (9]:

E'd' ~ t (Ell() , (3a,bl

gdzie t jest jeszcze nieznaną wektorową funkcją rozwiązania r6wnania
(2}.Do oszacowania kowariancji cov~ potrzebna jest znajomość macierzy
czułości 8f/~, którą m~na wyznaczyć cez znajomości funkcji ~ (p.5 ).

Param~try Ell(oraz covll(można wyznaczyć podczas statystycznych badań
próbek o rozmiarach rzędu wym~arów elementów , lub podczas badań próbek
.0 mniejszych -~ozmiarach i zastosowaniu superelementów stochastycznych-o
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5. Szacowanie globalnej macierzy czułości systemu konstrukcyjnego

Przyjmijmy. że równanie r6wnowagi systemu (2) zostało ułożone zgod-
nie z konwencjonalnymi zasadami metody element6w skończonych. Jest więc
nieliniowym układem równań algebraicznych z losowymi wsp6łczynnikami.

R6wnanie (2) przepiszmy w następującej postaci
(I)( +1)( + l)( )'6'- ~o o L ex l

(4)

gdzie macierz sztywności złożono z macierzy
DCo (~i.nl·~ .Xl)

sztywności początkowej
I)(~i.nl)' macierzy geometrycznej
przemieszczeń I)(L (~i.nt''6') .

W celu oszacowania wartości oczekiwanej wektora '6' z formuły
należy rozwiązać równanie (4) dla oczekiwanej sztywności systemu.

W celu bszacowania macierzy czułości systemu przeró:i:niczkujmy obu-
stronnie równanie (4) po dowolnej wsp6łrzędnej Xi. wektora ~-[~i.nt'~.><t):

oraz macierzy duż vch

(3a)

(5)

(Sa)

Jeśli macierz dużych przemieszczeń DCL-O. to równanie do wyznaczania
macierzy czułości można zapisać w postaci analogicznej do (4):

(6)

Zauważmy ..że szacowanie macierzy czuł ości w tym przypadku sprowadza
się do rozwiązania układu równań liniowych podobnych do równania
realizacji (2). Inny jest tylko wektor prawych stron. Wystarczy więc
jednokrotnie ztrian~ularyzować macierz (I)( +DC) w oczekiwanym punkcieo o
równowagi i korzystać z niej zarówno przy wyznaczaniu E'6' jak i b'6'/8X..

L

W przypadku uwzględnienia dużych przemieszczeń lub nieliniowości
fizycznej prawa strona równania macierzowego do wyznaczania macierzy
czułości zależy od iloczvnu bil( /b'ó'-by//8X. -Y/. Macierz czułości należy

. L L

wó~czas szacować iteracyjniewoczekiwanym punkcie równowagi systemu.
Występujące we wzorach (5) oraz (6) pochodne globalnej macierzy

sztywności bIl(/8X.. można skł adać z pochodnych macierzy sztywności
element6w stochastycznych:

bIl(/~X.- ~ bIl«·>/~X., L: ,<e>
. (7)
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6. Szacow~nie macierzy czu10łci elementu

Jeśli znana jest jawna postać macierzy sztYwnołci elementu ~)
to macierz «K--) /"x. (7) ~na obliczYć przez anal1 tyczne r6:tniczkowanie•
0<'.) w układzie lokalnym i przetransponowanie wYniku do układu,
globalnego.

W przeciwnym razie dobre rezultaty moane uzyskać wówczas. Sld);mo:tliwe
jest analityczne r6:!niczkowanie pod znflkiem całki wyra:!enia na macierz
sztywności elementu. W ten sposób mo:!na unik~ć r6:!niczkowania
numerycznego i zastĄPić je całkowaniem.

Jeśli wymienione powY:!ej metody uzyskiwania
systemu zawod~. to r6:!niczkowanie mo~na wYkonać
nale:!y tego unikać ze względu na czasochłonność
w du:!ych systemach konstrukcyjnych.

macierzY czułości
numerycznie. Jednak:!e

i mała. dokładność metody

7. Przykł ad numeryczny

Na rys.4 trend oraz współczynnik zmienności względnego
i podporowego m sprę:!ysto-plastycznej belki

x
uzyskane z opracowanego programu

uwzględnieniem sił poprzecznych.

pokazano
momentu przęslowego m

p

dwuprzęsł.owej. Wyniki numervczne
komputerowego do analizy belek z
por6wnano z danymi eksperymentalnymi.

1,3

1,1

1p

os
op

El
°7
op
os
ar
o;l

~
Q,1

o

Jl
D,1

"eksperyment
--<>--- LlH=6

L;H = 10

teorio-
Rys.4
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8. Uwagi i wnioski

Zaproponowan~ algorytm stochastycznej metody elementów skończonych
jest dostosowany do nwnerycznego szacowania parametrów losowych odpo-
wiedzi zł~onych konstrukcji inżynierskich.

Szacowanie globalnej macierzy czułości syst.emu można
,ównolegle z rozwi,zaniem realizacji konstrukcji.

prowadzić

Redukcję ZlDiennych losowych systemu można uzyskać przez zmniejszenie.
liczby stochastycznych elementów skończonych. wProwadzenie loeowyc~
jednostek miar ~dt zastosowanie superelement6w stochastycznych.
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EVALUATION OF RANDeM RESPONSE OF STRUCTURES
USING STOCHASTIC FINlTE ELEMENT METHOD

The discretization process of the random deformating structures and
hcundary condidtions on the stochastic elements is proposed. Methods oi'
reduction the number ot· random variabies are discussed. The random
systems of measures and stochastic superelements are introduced. In thQ
paper are presented: the matrix formulation ot the first-order second
moment method. the process of estimation sensivity matrix of structuree
on the random rearrangement. the mean and covariance matrix of random
response of structures. Proposed version of the stochastic finite
element method is able to used for many engineering problems ef cOlIIPle.lt
structures.


