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ALGORYTM ANALIZY PLASKICH, SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH STANOW
NAPREZEN Z POCZATKOWA ANIZOTROPIA

1. Wprowadzenie

Materiat wykazujacy anizotropie poczatkowa charakteryzuje sie réZnymi
wiasnosciami zaleinie od stanu wytezenia juz przy pierwszym obciaZzeniu.
Na rys.1 pokazano rdzniace sie $ciezki rdéwnowagi (o-£) rozciagania i
sciskania materiatu z wstepna anizotropia.

Wyniki badann eksperymentalnych (1]

6

- wskazuja, 2e praktycznie wszystkie ma-

5 5 materiaty wykazuja anizotropie poczatkowa
""'[:[:3‘5“"‘ zaréwno w zakresie spre2ystym (ré2nomodu-—
towodé) jak i pozasprezystym (rézZne gra-

nice plastycznosci w przypadku materiaidéw
— sprezysto-plastycznych) .Dotyczy to rdwniez
lel metali: mosiadzu, brazu, aluminium i w

rozcigganie

mniejszym stopniu stali konstrukcujnej.

sciskanie
jor

W istnieiacych algorytmach analizy
konstrukcji sprezysto-plastycznych w zasa-
Rys.1 dzie nie uwzgledniano anizotropii poczat-

kowei. Wydaje sie. 2ze powodem tego sa utrudnienia obliczeniowe a takZe
ograniczone informacje o =zjawisku anizotropii. Opisanie anizotropii

poczatkowej wymaga oprécz eksperymentalnych préb rozciagania rdéwniez

pomiaréw na $ciskanie i/lub pomiardw w wielosiowym stanie naprezenia.
Wrnz’ ze zwigkszeniem dokiadnofci modelu konstrukcji wymagana® jest

dokiadna aproksymacja uzyskanych z eksperymentéw $ciezek rdwnowagi
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materiatu. Klasyczna aproksymacja modelem multiliniowym lub aproksymacjz
potegowa Ramberta—Osgooda ma czesto niewystarczajaca dokiadnosc.

W niniejszej pracy oméwiono algorytm analizy piaskich sprezysto-
plastycznych standw naprezeri z anizotropia poczatkowa i ostabieniem ma-
teriatu. Algorytmy dostosowano do klasycznej metody elementéw skori—
czonych. Oprdécz przyrostowej teorii plastycznof$ci Prandtla-Reussa omé—-
wiono zastosowanie integralnej (odksztaltceniowej) teorii plastycznosci
Hencky-I1ljuszina, chetnie wykorzystywanej w obliczeniach inZzynierskich.

Zaproponowano sposéb modyfikacji plastycznej powierzchni granicznei
dla materiatéw =z wstepna anizotropia. Sciezki rdéwnowagi materiatu
aproksymowane funkcjami sklejanymi trzeciego stopnia.

Pckazano przyktad zastosowania opracowanego pfogramu komuterowego do
wyznaczania frontdw plastycznych w belkach zginanych poprzecznie. Wyniki
obliczeri pordwnano z eksperymentem.

2. Plastyczna krzywa graniczna w ptaskim stanie naprezen
materiatu z poczatkowa anizotropia

Poczatkowa plastyczna krzywa graniczna oddzielajaca stateczne i nie-
stateczne stany punktu materiaiu przy pierwszym obciaZzeniu, przyimijmy w
xsztatcie elipsy (rys.2l).

Réwnanie symetrycznej krzywej drugiego stopnia jest trdjparametrowe:

52 2. 2 :
(o‘+aé} + Zn‘o‘az + 28, (o,to,)) + a, =0, (1a)
‘ gdzie o, i o, sa naprezeniami gtéwnymi.
= 59 W naszym przypadku zachodzi:

»

gdzie Rr i Rc sa granicami plastycznosci

" a,=0.5(R_-R). a~ -RR_ (1b)
Rc

Rys.2 przy czystym rozciaganiu i czystym sSciskaniu.

Na parametr a, natozone sa nastepujace ograniczenia wynikajace =z
wypuktodci i zamknigcia krzywej: )

; 2
ln‘l €1, 1= &‘}'[RcRr(1+a‘}+ (Rc—Rr) 1 >0. (lc)

Parametr a. spelniajacy ograniczenia (1lc), nale2y wyznaczy¢ =z badania
dowolnego dwuosiowego stanu naprezeri. Analiza wynikdéw badarh eksperymen-
talych metali wskazuje, zZe a, osiaga wartos$é bliska -0.5.

Powierzchnie graniczna (14) moZzna teraz zapisa¢ w postaci:

2 2
flo) = o, X oy —oo. ¥ {RC—BP](0‘+02) —_RCR' =0, (2)

ktéra dla RC-H} degeneruje sie do krzywej Hubera-Misesa-Hencky.
Chwilowa krzywa graniczna przyjimiemy w postaci analogicznej do (2)
sparametryzowana wspéiczynnikiem wzmocnienia-ostabienia
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flo.%) = 0: + -:r: L lRetn)—Rr(a)l(o‘wz) = R (2)R_(x) = (3a)

= o, + 3[R _(x)-R_(®)]o, - R_(*)R_(x) = 0, (3p)

gdzie o, jest intensywnos$cia naprezen, natomiast o, naprezeniem $rednim.
Funkc je Re(“) i R}(n) okreslajace zmiany wymiardw i ruch powierzchni
granicznej w miare wzrostu odksztatceri plastycznych, nale2zy okreflaé na
podstawie eksperymentdw.

3. Prawo fizyczne

3.1. Propozycja prawa fizycznego w zakresie sprezystym

Prawo fizyczne w spre2ystym zakresie pracy izotropowego ciata z ré&2-—
nymi modutami odksztaicalnof$ci przy rozciaganiu i éciskaniﬁ byto przed-
miotem wielu prac, migedzy innymi [1 do'3]. Préponowuno uogdlnione prawo
Hooka ze statymi sprezystosci zaleznymi tylko od znaku naprezeni gidwnych
1], lub statymi sprezystosci zaleZnymi od =znaku 1 wartosci naprezen
ogtdwnych [2]. Rozpatrywano przypadki symetrycznych 1 niesymetrycznych
macierzy statych materiatowych dla ciata rdZnomodurowego [3].

W niniejszej pracy zaprcoponujemy prawo fizyczne materiaiu rdzomoduto-
wego, Przy nastepujacych hipotezach: 1) state materiatowe w =zioZzonym
stanie napreZzenia zaleza od znakdw 1 wartofci naprezenn gidwnych, 2)
prawo fizyczne w ziozonym stanie naprezenia mozna zapisa¢ podobnie jak
prawo dla izotropowego materiatu réwnomodui owego.

Z hipotezy 2 wynika, e =zaleZznosdé miedzy. wektorem naprezenn < a
odksztatceniami mozna zapisaé¢ w postaci ([4]:

o= 26 (¢ -~ g,) + 3k &, (4)

gdzie modu* odksztalcalnosci objetofciowej i postaciowej mozna wyrazid
za pomoca pary statych materiatowych (E,v)=(modut Younga, wspditczynnik
Poissona) nastepujaco : 3k= E/(1-2v), G=E/2(1+v). Dla piaskiego stanu

naprezenia aksjatory napreZes sa nastepujacymi wektorami: &, = {£_.e .0},

A
£ ={g ,e ,T -2}.0dksztalcenie srednie wynosi & =(g_+& +£_)/3, przy czym
E S m m Xy m X v =

wApiaskim gstanie naprezenia odksztaicenie sz-[126*3k]/(46+3k)](£x+sy).
Wystepujace w powy2zszych zaleznofciach "state" materiatowe zaleza od
znaku i wartofci naprezeh i w zasadzie sa inne w kazdym punkcie ciata.
Niechaj G° i kX' oraz G i k ©beda modutem Kirchoffa oraz modutem
odksztatcalnosci objetodciowej okreflonymi na podstawie sSciezek rdéwno—
wagi przy jednoosiowym rozciaganiu i jednoosiowym #ciskaniu odpowiednio.
Przyjmijmy., 2e G i k w punkcie réznomodutowego ciata, znajdujacego sie w
ptaskim stanie naprezenia, mozna aproksymowaé¢ nastepujacymi $rednimi

wazonymi przez warto$ci naprezen gidwnych °, ) | o,
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) ]a‘th+ IozIGz « _!a‘lk‘+ |a=|kz -

el + lo, | e, + le,l
N ®ig - - - > -+ +*
gdzie G‘. Gz i k.' kz WYNosza : Gi=G i }&-k gdy aL:O : 6,=6 i ki-k

gdy ai>0 (v=1,2).

Zaproponowane sformutowanie (4) i (5) prawa fizycznego w =zakresie
sprezystym réznomodul owego materiatu umozliwia korzystanie ze standar-
dowych procedur analizy zagadnieri brzegowych teorii sprezystofci. stano-—
wiacych "prosty" krok w iteracyjnej procedurze obliczania modutdw (5).
Wyrazenia (5) winny by¢ przedmiotem weryfikacji eksperymentalnej.

3.2. Prawo fizyczne zakresu plastycznego w dwietle teorii integralnej

Integralna (odksztaiceniowa) teoria plastycznof$ci dostatecznie do-
ktadnie opisuje prace konstrukcji przy dziataniu prostych obciazenn i jest
ﬁ igstocie nieliniowa teoria sprqzyétoéci. Prawo fizyczne zakresu plas-
tycznego w swietle tej teorii mozna wyrazié¢ réwniez prawem Hooka (4).

Modut odksztaicenia objetodciowego k oblicza sie jak w zakresie spre—
2ystym , zgodnie z hipoteza, Zze zmiana objetodci ciata nastepuje tylko
kosztem odksztalcefh sprezystych. '

Modut odksztaiceri postaciowych uogdlniony na zakres plastyczny wynosi

G= °i.”3‘i,)' (6)

czyli przedstawia modut sieczny na $ciezce rdédwnowagi (ci,at}-(intensyw—
nos¢ odksztaiceri, intensywnos$<¢ naprezefi). W przypadku rdznych <ciezek
réwnowagi na €ciskanie i rozciaganie materiaiu, proponujemy okreslad
modut G' ze $cie2zki réwnowagi materiatu rozciaganego oraz modut G ze
4ciezki rownowagi materiatu S£ciskanego, a nastepnie dobieraé¢ staia G
wedtug procedury (5).

W przypadku Rr-Rc naprezenia okreslone powyzszymi formutami tozsamo-
4ciowo speiniaja warunek plastycznoéci Hubera-Misesa (2).

3.3. Prawo fizyczne zakresu plastycznego w swietle teorii przyrostowej

Pryrost odksztalcenia de z}d2my z czesci spre2yste] ds. oraz czefci
plastycznej dsp : de = dc.+dsp.
Czes¢ sprezysta przyrostu odksztaicenia opisuje rdwnanie
de, = E ‘a0, (7)
gdzie macierz Younga E okreg¢lona jest dla statych sprezystych (5)
odpowiadajacych rzeczywistym naprezeniom o+de.
Czeéf plastyczna przyrostu odksgtaicenia mozna opisaé zwiazkiem

Prandla-Reussa [5] af
dt’-dA’; = da, (8)
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gdzie : o- wektor naprezersi, d\ - mnoznik Lagrange'a. Wektor a dla
ptaskiego stanu napreieﬁ i dla powierzchni granicznei (2) wynosi:

- of  doi . Of  8om : (9)
. 3;- % "% * %% " %0,~0 +R -R_|.
20 —¢ +R -R
v x -] r
6T
xy
Mnoznik dA mozna okref$lié z formuty [5]
dx.___l_d_ aTde (10)
A+ atd

gdzie : d= Ea, A= éx[a: u].

Jesli za miare wzmocnienia izotropowego przyjmiemy prace plastyczna
du-dsra- dha'a,
to
a
A= 3 a%o. (11)
Dla rozpatrywanej powierzchni granicznej (3) mamy

a < c r
o 3ot (3 - ) R, FoS - R, B - 5aS(30,-R) - 3RS(30 4R, (12)

gazie pochodne a&zfaa oraz 0&_/0: mozna odczytad z WYkresu odksztai cania
(R}.u} dla jednoosiowego rozciagania oraz (Re.a) dla &ciskania.

4. Algorytm pProgramu numerycznego

Program komputerowy do analizy ptaskich, sprezysto—-plastycznych
standw naprezeri z poczatkowa anizotropia zltoZzono z czterech roztacznych
blokdw: 1) bloku SPLIN do aproksymacji modeli rozciaganege i $ciskanego
materiatu funkcjami sklejanymi trzeciego stopnia, 2) bloku TARSPR do roz-
wiazywania problemu liniowo-spre2zystego, 3) bloku TARFL1 do rozwiazywa-—
nia problemu nieliniowo spre2ystego oraz. problemu plastycznego wediug
teorii integralnej. 4) bloku TARPLZ do rozwiazywania problemu plastycz-
nego wediug przyrostowej teorii pityniecia.

W programie przewidzano podziat tarczy na tréjkatne elementy skoficzo-
ne rzedu liniowego o szesciu stopniach swobody kazdy.

Blok SPLIN oraz TARSPR wykonywane sa niezaleznie od rodzaju problemu.
Blok TARPL1 oraz TARPL2 wykonywane’sa alernatywnie zaleznie od decyzji
projektanta. Obliczenia w bloku TARPL1 wykonywane sa szybciej niz w
bloku. TARPL2Z2, jadnakie teoria integralna moze by¢ stosowana tylko w
przypadku obciazenn prostych.

Blok SPLIN: Aproksymacja $cieZzek rdéwnowagi materiaiu funkc:am: skle—
janymi daje mozliwo$¢ bardzo dobrego przyblizenia wynikéw eksperymental-
nych z zachowaniem ciagtosci oraz gitadkosci krzywej. Zastosowano kla-
syczne algorytmy interpolacji funkcjami sklejanymi. Na podstawie 2zbioru
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eksperymentalnych punktéw (o .€) otrzymuje sie funkcje skleiana (‘iﬁn}
w zakresie spre2ystym i w zakresie plastycznym dla teorii integralnej,
lub funkcje {al' =) w zakresie plastycznym dla teorii przyrostowej.

Blok TARSPR: W przypadku rdéznomodutowosci materiatu iteracyjne
rozwiazanie uktadu réwnarh réwnowagi systemu konstrukcyinego potrzebne
jest réwniez w zakresie sprezystym. W =zrealizowanym algorytmie nume-
rycznym zastosowano metode zmiennej sztywnosci.

Blok TARPL1: Metoda naprezefi poczatkowych w potaczeniu 2z procedura
iteracyjna quasi Newtona-Raphsona pozwolita na korzystanie na kazdym
kroku iteracji z odwrdconej w bloku TARSPR macierzy sztywnofci K;'. Po
danym przyroscie AP obciazenia postepowano wediug algorytmu:

[I] Oblicz przyrost przemieszczen "aprezystrch".‘opowiadnjacYch gile AlP:
Au_= K*aP -[A Petla po wszystkich elementach: la» oblicz Ae_, Ao wy-
wotane przemieszczeniem Au_, przy utyciu modutdw k, G =z poprzedniej
iteracji); jb» oblicz o=+ bo_, = e 4 4e_, oraz odpowiadajace &,

- - - : = - -
€. .k, G Jc» oblicz o z réwnania (4) oraz odpowiadajace o,

(B jeteld ( I(o,~01) /o, |> 0.01) to ( oi=o,, oblicz k. G , skocz do cb):
|eb oblicz sity weziowe R"= s B av. [§] Oblicz siiy. niezrdéwnowazone
R= § R°- P, podstaw P= ) R*; [4] Jesli ( R} > 10™*) to ( u=K™R skocz
do 2]; [B] Jesli ( R = 10"*) to (nastepny przyrost obciazenia lub
zakoricz obliczenia).

Blok TARPL2: Zastosowano metode obciaZzert wstepnych ze wzgledu na to,
Ze éfekty ostabienia sa tutaj uwzgledniane bezpofrednio [5]. Wspéiczyn-
nik relaksacji dobieranoc w procedurze przyrostowej dobierano, po wprowa-
dzeniu modyfikacii do zalecert podanych w pracy [5]. Modyfikacje polegaty
na wykorzystaniu formur z p.3.3.

5. Przykiad numeryczny

W przyktadzie, zaczerpnietym z pracy [6]. podano H&niki analizy spre-—
2zysto-plastycznej belki swobodnie podpartej, obciaZzonej sita skupiona w
srodku przesta. Dyskretyzacje belki-tarczy na tréjkatne elementy skofi-
czone pokazano na rys. 3a. Belka wykonana jest ze stali niskowegiowej [}
rézniacych sie modelach materiaiu na £ciskanie i rozciaganie (rys.3b). W
analizie zastosowano integralna teorie plastycznofci, poniewaz okre£lano
plastyczna nosnosé¢ belki przy obciazaniu monotonicznie rosnacym. W tab.
1 podano wspdétczynniki funkcji sklejanych aproksymujacych (z dok:adnos—
cia 1%) trend $ciezek réwnowagi materiatu uzyskanych z eksperymentu

Na rys.4 pokazano ksztattowanie sie frontéw plastycznych w belce o
stosunku diugos$ci do wysokodci L/H=B, pod obciazeniem P=0.85 PPl oraz P=

-Ppl. gdzie Ppl jest nodnoscia belki wyznaczona zgodnie 2z klasyczna
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teoria plastycznosci.

1':}/2 a) i . . ] b)
» =
q
L
€, — roZcigganie|
< — 100 -=5ciskanie
L — 0
l L/2 | 0 2 4 Ei[%o]—=—1
Rys.3
Tab.1l. Wspdtczynniki funkcji sklejanych o= a+ bt+ ct2+ dt’. t-t_—-ao
_ 1 L L
rozcigganie ' sciskanie
<€o; &g} a b c d_[(eio; Ei))] a b c d
0 ; 105| 0 1262,07] O ) 03 1,0] O |266,64] O 0

*1,05; 1,26 275,18 | 262,07 |-1011,0 1037,7*‘1,0 71,17 | 266,64 |266,64 |-617,70[-522 54
1,26 i1 | 295,24/~ 25,250-357,241202,0 | 117 3 1,27] 291,55[11,317 |- 884,20]|3370,25
1,41; 1,76] 287,47|- 51,296 183, 65]-210,23] 1,27: 180 | 287,21 |-64 415[126,88|-83.155
*1,76; 8,901 283,00, O 0 0 ,807 8,90{276,33] 0 0 0

1¥8.92,10,0] 283,000 o 0,563 |-0,061 *890;100|276,33] 0 {0,563 }-0,061
[ 10,0: 15,0] 283,00[ 1,017 | 0,362]-0,008]10,0;150 | 276,93/ 1,017 | 0,362 |-0,008

&) brak ciagtodci drugiej pochodnej

Wyniki obliczef pordw-

P trend z eksperymentu nano z ksztattami frontdéw
> W plastycznych uzyskanych =z
= eksperymentalnych badan

) P/P_ = 1.00 Wbrew oczekiwaniom, wWy-
nikajacym =z analizy kla-

sycznej - gdérny 1 dolny

front plastyczny Jeszcze

nie ztaczyl sie, wiec plas-—

l. : = @F/pr 0.85:§ fotomechanicznych [5].
(
\

tyczna nosnosé¢ Dbelki nie

zostata wyczerpana.
W rzeczywistym granicz-—
nym stanie plastycznym pod

Rys.4

sita skupiona pozostanie jadro sprezyste beik‘i [6].

Analiza numeryczna obarczona jest bitedem rzedu wielkos$ci zastosowa-
nych elementdw skoficzonych. Dlatego w celu uzyskania wynikéw wystarcza—
jacych do analizy zjawisk bez wspierania sie eksperymentem nalezy stoso—
wad gesty podziat na skoficzone elementy wyzszych rzeddw niz liniowy.



6. Uwagi i wnioski

Analize plaskich sprezysto—-plastycznych standw naprezert z anizotropia
poczatkowa i ostabieniem materiaiu mozna prowadzié w sposdb pokazany w
pracy, przy zastosowaniu integralnej (odksztaiceniowej) lub przyrostowe:
teorii plastycznos$ci dostosowanej do metody elementdw skoficzonych.

Zaproponowana w pracy modyfikacja plastycznej powierzchni graniczne'
a takze sformutowania prawa fizycznego zakresu sprezystego i plastyczne-
go dla materiatu z poczatkowa anizotropia sa skuteczne w procedurach nu-
merycznych, lecz powinny byé¢ zweryfikowane doswiadczalnie podczas sto-
sownie zaprojektowanych eksperymentdw.

W obliczeniach numerycznych wskazane jest stosowanie aproksymacji
eksperymentalnych fcie2sk réwnowagi za pomoca funkcijii skleijanych.
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da

ELASTO-PLASTIC ANALYSIS OF TWO-DIMENSIONAL STRESS STATE
WITH INITIAL ANISOTROPY

Summary

In this paper elastic and plastic analysis of two-dimensional stress
states with an initial anisotropy and a strain softening is presented.
Presented algorithms are adapted to the incremental and deformation
theories of plasticity.

An modification of plastic of limit surface and physic laws in elastic
and plastic range of the body with initial anisotropy. is proposed.

An application of written computer program is shown to investigate
plastic fronts in the tranversely bended beam. Numerical results are
compared with experimental data.



