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ALGORYTM ANALIZY P~ASKICH. SPHĘ2YSTO-PLASTYCZNYCH STANóW
NAPRĘ2EŃ Z POCZĄTKOWĄ ANIZOTROPIĄ

1. Wprowadzenie

Materiał wykazujący anizotropię początkową charakteryzuje się ró2nymi
własnościami zależnie od stanu wytężenia już przy pierwszym obciążeniu.
Na rys.1 pokazano różniące się ścieżki r6wnowagi (0-&) rozciągania i
ściskania materiału z wstępną anizotropią.

Wyniki badań eksperymentalnych [l]
wskazują, że praktycznie wszystkie ma-:('---------..,
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materiały wykazują anizotropię początkową
zar6wno w zakresie sprężystym (różnomodu-
łowość) jak i pozasprężystym (różne gra-
nice plastyczności w przypadku materiał6w
sprę±ysto-plastycznych).Dotyczy to również
metali: mosiądzu. brązu, aluminium i w
mniejszym stopniu stali konstrukcujnej.

W istniejących algorytmach analizy
konstrukcji sprężysto-plastycznych w zasa-

Rys.1 dzie nie uwzgl.dniano anizotropii począt-
kowej. Wydaje si•. że powodem tego są utrudnienia obliczenlowe a także
ograniczone informacje o zjawisku anizotropii. Opisanie anizotropii
początkowej wymaga oprócz eksperymentalnych prób rozci_gania również
pomiarów na Ściskanie i/lub pomiarów w wielosiowym stanie nap~żenia.

Wraz! ze zwi.kszeni _ dokł adnoś ci model u kon!lt·rukcji wY1Ddgana· jest
dokładna aproksymacja uzyskanych z eksperymentów ście~ek równowagi



108

materiału. Klasyczna aproksymacja modelem multiliniowym lub aproksymacje.
potęgowa Ramberta-osgooda ma c~sto nie\~starczając, dokładność.

W niniejszej pracy omówiono al~orytm analizy płaskich SPT9~ysto-
plastycznych stanów naprę~eń z anizotropi, początkową i osłabieniem ma-o
teriału. Algorytmy dostosowano do klasycznej metody elementów skoń-
czonych. Oprócz przyrostowej teorii plastyczności Prandtla-Reussa omó-
wiono zastosowanie integralnej (odkształceniowej) teorii plastyczności
Hencky-Iljuszina. chętnie wYkorzystyWanej w obliczeniach i~ynierskich,

Zaproponowano sposób modyfikacji plastycznej powierzchni granicznej
dla ma.teriałów z wstępną. anizotropi,. :Scie~ki równowagi materiału
aproksYlIlowane funkcjami sklejanymi trzeciego stopnia.

Pokazano przykład zastosowania opracowanego programu komuterowego dCl
wYznaczania frontów plastycznych w belkach zginanych poprzecznie. Wyniki
obliczeń porównano z eksperymentem.

2. Plastyczna krZyWa graniczna w płaskim stanie napT9~eń
materiału z pocz,tkową anizotropią

Początkową plastyczną k,zywą graniczną oddzielającą stateczne i nie~
stateczne stany punktu materiału przy pierwszym obcią~eniu. przyjmijmy w
~ształcie elipsy (rys.2).

Równanie symetrycznej krZyWej drugiego stopnia jest trójparametrowe:
6'2 z z '(O'•.+O'z) + 2a•.0'•.O'z + 2az(0'•.+O'z) + as - O. (la)

gdzie 0'•.i O'zsą naprę~eniami głównymi.
W naszym przypadku zachodzi:

az-0.5 (Re-Rr ) • as- -ReR..• (1b)
gdzie R i R są granicami plastyczności•. c
przy CZystym rozciąganiu i CZystym Ściskaniu.

R"-ł--t--'i •..•.6',

R c
Rys,2

Na. parametr a•.nało~one są następujące ograniczenia wYnikające z
wYpukłości i zamknięcia krZyWej:

Ia I < 1. (1 - a ). [R R (1 +a )+ (R -R )z J >0 .
1.. t . c r .t c r (le)

Parametr al.'spełniający ograniczenia (le). nale~y wYznaczyć z badania
dowolnego dwuosiowego stanu naprę~eń. Analiza wYników badań eksperymen-
talych metali wskazuje. ~e al.osiąga wartość bliską -0.5.

Powierzchnię graniczną (la) mo~na teraz zapisać w postaci:
f(O') ~ O'z + O'z - O'O' + (R -R )(0' +0' ) - R R - O.

f. Z f.Z c .•. f.Z .er (2)

która dla Re-Rr degeneruje się do krzyWej Hubera-Misesa-Hencky.
Chwilową krzywą graniczną przyjmiemy w postaci analogicznej do (2)

sparametryzowaną współczynnikiem wzmocnienia-osłabienia _ :
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f(",.ae)'""'= + "': - 0',,"'2 + [Re(ae)-Rr(ae)]("'•.+0'2) - Re(ae)Rr(ae).. (3a)
- "'~ + 3[Re(at)-Rr(ae)Jam - Re (at)Rr(at)- O. (3b)

gdzie "',jest intensyWnościĄ nap~eń. natomiast "'m naprę~eniem średnim.
Funkcje Re(at) i Rr(x) określające zmiany wymiarów i ruch powierzchni
granicznej w miarę wzrostu odkształceń plastycznych. nale2Y określać na
podstawie eksperymentów.

3. Prawo fizyczne

3.1. Propozycja prawa fizycznego w zakresie Sp~ystym

Prawo fizyczne w sprę~ystym zakresie pracy izotropowego ciała z ró~-
nymi modułami odkształcalności przy rozciĄganiu i Ściskaniu było przed-
miotem wielu prac. między innymi [1 do 3J. Proponowano uogólnione prawo
Hooka ze stałymi sprę~ystoŚci zale~nymi tylko od znaku naprężeń głównych
[lJ. lub stałymi sprę~ystoŚci zale~nymi od znaku i wartości naprę~eń
~ł.6wnych [2J. RozpatryWano przypadki symetrycznych i niesymetrycznych
macierzy stałych materiałowych dla ciała ró~nomodułowego [3J.

W niniejszej pracy zaproponujemy prawo fizyczne materiału ró~omoduło-
wego. przy następujĄcych hipotezach: 1) stałe materiałowe
stanie naprężenia zale~Ą od znaków· i wartości naprężeń
prawo fizyczne w złożonym.stanie naprężenia mo~na zapisać

w złożonym
głównych. 2)
podobnie jak

prawo dla izotropowego materiałurównomodułowego.
Z hipotezy 2 wynika. ~e zale~noŚć między wektorem naprężeń .,. a

odkształceniami m~na zapisać w postaci [4J:
(4)

gdzie moduł odkształcalności objętościowej i postaciowej można wyrazić
za pomocĄ pary stałych materiałowych (E.v)-(moduł Younga. współczynnik
Poissona) następujĄco: 3k= E/(1-2v). G=E/2(1+v). Dla płaskiego stanu
naprężenia aksjatory naprę~eń SĄ następujĄcymi wektorami: GA- {Gm.Gm'O}.
G -{G.&.T /2}.Odkształcenie Średnie wynosi & s(& +G +& )/3. przy czym

At. m m xy . m X y z
w płaskim stanie naprężenia odkształcenie &z-[ (2G-3k)/(4G+3k) l(&x+&y)'

WystępujĄce w pOwYŻszych zależnoŚciach "stałe" materiałowe zależĄ od
znaku i wartości naprę~eń i w zasadzie są inne w każdym punkcie ciała.
Niechaj G+ i k+ oraz G- i k- będĄ modułem Kirchoffa oraz modułem
odkształcalności objętOŚciowej okreŚlonymi na podstawie ścieżek równo-
wagi przy· jednoosiowym rozciĄganiu i jednoosiowym Ściskaniu odpowiednio.
Przyjmijmy. że G i k w punkcie różnomodułowego ciała. znajdujĄcego się w
płaskim stanie naprężenia. można aproksymować następujĄcymi Średnimi
wa~onymi przez wartości naprę~eń głównych "'•.i az:
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100i1G1+ JO'zlGzG-
10'11+ luz 1

gdzie G1, Gz i ki' kz.wYnoszą: G,=G
gdy 0'.>0 (,c 1.2).,

Zaproponowane sformułowanie (4) i (5) prawa fizycznego w zakresie
sprę2ystym ró2nomodułowego materiału umo2liwia korzystanie ze standar-
dOwYch procedur analizy zagadnień brzegowYch teorii sprę2ystości, stano-
wiących "prosty" krok w itera=yjnej procedurze obliczania modułów (5).
Wyra2enia (5) winny być przedmiotem weryfikacji eksperymentalnej.

k -
100ilki+ luzP~z

(5)
10'1 I + luzI

i k.-k- gdy O'.~O G.=G+ i k.-k+, , , ,

3.2. Prawo fizyczne zakresu plastycznego w świetle teorii integralnej

Integralna (odkształceniowa) teoria plastyczności dostatecznie do-
kładnie opisuje pracę konstrukcji przy działaniu prostych obcią2eń i jest
w istocie niel ini·ową teorią sprę2ystości. Prawo fizyczne zakresu plas-
tycznego w świetle tej teorii ~o2na wYrazić równie2 prawem Hooka (4).

Moduł odkształcenia objętościowego k oblicza się jak w zakresie sprę-
2ystym , zgodnie z hipotezą, 2e zmiana objętości ciała następuje tylko
kosztem odkształceń sprę2ystych.

Moduł odkształceń postaciOwYch uogólniony na zakres plastyczny wYnosi
G- 0./(3&.), (6), ,

czyli przedstawia moduł sieczny na ście2ce równowagi (c.,O'.)-(intensyW-, ,
ność odkształceń, intenSyWność naprę2eń). W przypadku ró2nych ście2ek
równowagi na ściskanie i rozciąganie materiału, proponujemy określać
moduł G+ ze ście2ki równowagi materiału rozciąganego oraz moduł G- ze
ście2ki równowagi materiału ściskanego, a następnie dobierać stałą G
wed! ug procedury (5).

W przypadku R -R naprę2enia okreś lone pOwy2szymi formuł aroi
r c:

ściowo spełniają warunek plastyczności Hubera-Misesa (2).
t~saroo-

3.3. Prawo fizyczne zakresu plastycznego w świetle teorii przyrostowej

Pryrost odkształcenia d& złó2my z części sprę2ystej dc oraz c~ści•plastycznej d& : d& - d& +d& .
p • p

Cz~ć Sprę2ystą przyrostu ·odkształcenia opisuje równanie
d& - lE-idO, (7)•gdzie macierz Younga IE okr~lona jest dla stałych SP~YBtych (5)

odpOWiadajĄcych rzeCZyWistym nap~eniom o+dO'.
CzoŚt plastYCZnĄ

Prand.la-Reuasa (51

przYrostu odkSEtałcenia mo2n. opisać

(8)
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gdzie : 0- wektor naprężeń, dA mnożnik Lagrange'a. Wektor a dla
płaskiego stanu naprężeń i dla powierzchni granicznej (2) wYnosi:

[

20 -c +R -R l·'x y c r
20 -c +R -R

y x c r
6T·

xy

(9)

Mnożnik dA można okreś1i~ z formuły (5)

dA- l dTd&
A + aTd (10)

gdzie : d- lEa,

~eśli za miarę wzmocnienia izotropowego prZYJmlemy pracę plastyczną
dac_d&To' dXaTo,

to af TA- 5 a.o. (11)
Dla rozpatrywaneJ powierzchni granicznej (3) mamy

af -30 +(aRc _ aRr)_ R aRe _ R aRr _ aRe(3o -R ) _ aRr(3o +R) (12)'3;t m;r.- ;r.- r;r.- e iJit iJit m r iJit •••e '

gazie pochodne aRe/a. oraz a~ lax można odczyta~ z wYkresu odkształcania
(Rr'.) dla jednoosiowego rozciĄgania oraz (Re,x) dla ściskania.

4. Algorytm programu numerycznego

Program komputerowY do analizy płaskich, sprężysto-plastycznych
stanów naprężeń z pOCZĄtkową anizotropiĄ złożono z czterech rozłĄcznych
bloków: 1) bloku SPLIN do aproksymacji modeli rozciĄganego i ściskanego
materiału funkcjami sklejanymi trzeciego stopnia, 2) bloku TARSPR do roz-
~iĄzyWania problemu liniowo-sprężystego, 3) bloku TARPL1 do rozwiĄZyWa-
nia problemu nieliniowo sprężystego oraz problemu plastycznego według
teorii integralnej, 4) bloku ~ARPL2 do rozwiĄZyWania problemu plastycz-
nego według przyrostowej teorii płynięcia.

W programie przewidzano podział tarczy na trójkĄtne elementy skończo-
ne rzędu liniowego o sześciu stopniach swobody każdy.

Blok SPLIN oraz TARSPR wYkonyWane SĄ niezależnie od rodzaju problemu.
Blok TARPL1 oraz TARPL2 wYkonyWane' SĄ alernatyWnie zależnie od decyzji
projektanta. Obliczenia w bloku TARPL1 wYkonyWane SĄ szybciej niż w
bloku TARPL2, jednakże teoria integralna może b~ stosowana tylko w
przypadku obciĄŻeń prostych.

BloK SPLIN: Aproksymacja ścieżek równowagi materiału funkcjami skle-
janymi daje możliwoś~ bardzo dobrego przybliżenia.wYnik6w eksperYmental-
nych z zachowaniem CiĄgłości oraz gładkości krzyWej. Zastosowano kla-
syczne algorytmy interpolacji funkcjami sklejanymi. Na podstawie zbioru
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eksperymentalnych punktów (Ux'&x) otrzYmuje się' funkcję sklejaną (&,'u,)
w zakresie Sp~ystym i w zakresie plastycznym dla teorii integralnej,
lub funkcje (u., x) w zakresie plastycznym dla teorii przyrostowej .•Blok TARSPR: W przypadku ró~nomodułowości materiału iteracyjne
rozwiązanie układu równań równow~gi systemu konstrukcyjnego potrzebne
jest również w zakresie BPrę~ystym. W zrealizowanym algorytmie nume-
rycznym zastosowano metodę zmiennej sztYwności.

Blok TARPLl: Metoda naprę2eń poc~tkowych w połączeniu z procedurą
iteracyjną quasi Newtona-Raphsona pozwoliła na korzystanie na ka~dym

OC·. Po
o

kroku iteracji z odwróconej w bloku TARSPR macierzy sztYwności
danym przyroście ~ obcią~enia postępowano według algorytmu:
[!] Oblicz przyrost przemieszczeń "sprężystych", opowiadających sile ~:
~u = DC·~ . r51 Pętla po wszystkich elementach: Ia. ob licz ~ ,f.a wy-. ~ . .
wołane przemieszczeniem ~u , przy użyciu modułÓW k, G z poprzedniej

. . . .
iteracji); Ib. oblicz u - u + f.a , & - & + ~ , oraz odpowiadające
& , u*, k*, G*; Ic. oblicz u z ~wnania (4) o;az odpowiadające u.
m\.. • "

Id. jeżeli ( \(u,-u,)/u,l> 0.01) to ( U,-U, , oblicz k, G , skocz do c.);
le. oblicz siły węzłowe IR-='.r lB'ru dV. rn Oblicz siły. niezrÓwnowa~one
IR. lIRo - IP, podstaw IP- llR-;' [!J Jaś li ( lIR!. > 10-·) to ( u-o::-I.IR ,skocz
do 2]; m Jeśli ( lIRO :S 10····) to (następny przyrost obc iaż en i a lub
zakończ obliczenia).

Blok TARPL2: Zastosowano metodę obcią~eń wstępnych ze względu na to,
że efekty osłabienia są tutaj uwzględniane bezpośrednio (5). Współczyn-
nik relaksacji dobierano w procedurze przyrostowej dobierano, po wProwa-
dzeniu modyfikacji do zaleceń podanych w pracy (5). Modyfikacje polegały
na wykorzystaniu formuł z p.3.3.

5. Przykł ad numeryczny

W przykładzie, zaczerpniętym z pracy [6), podano wyniki analizy sprę-
żysto-plastycznej belki swobodnie pOdpartej, obciąż0nej siłą skupioną w
środku przęsła. Dyskretyzację belki-tarczy na trÓjkątne elementy skoń-
czone pokazano na rys. 3a. Belka wykonana jest ze stali niskowęglowej o
różniących się modelach materiału na ściskanie i rozciąganie (rys.3b). W
analizie zastosowano integralną teorię plastyczności, ponieważ określano
plastyczną noŚność belki przy obciążaniu monotonicznie rosnącym. W tab.
1 podano WSPółczynniki funkcji sklejanych aproksymujących (z dokładnoś-
cią 1%) trend ście~ek równowagi materiału UzYskanych z eksperymentu .

Na rys.4 pokazano kształtowanie się frontów plastycznych w belce o
stosunku długości do wysokości
=ppl' gdzie Ppl jest noś noś cra

L/H-B, pod obci,,~eniem P-O.B5 Ppl oraz P-
belki wyznaczona. zgodnie z klasyczną



teorią plastyczności.
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Tab.l. Współczynniki funkcji sklejanych ~.- a+ bt+ ct2+ dt-, t-& - &.\. vo

rozcicganie ściskanie
I(Ejoi t:i1) a b c d (Eio; Ei1) a b c d

o ; 1,l]) o 262,07 o ° o ; 1,0 o 266,64 o o
~).05; 1,26 275,18 26207 -1011,0 1037,2 ~ju 1,'7 266,64 266,64 -61770 -52254
~ .•26; 1,~1 295..24 -25259 - 35-7,2~1202,0 117;127 291,55 11,317 884 20 3370,25
1,41; 176 28747 - 51 29: 183 65 -210 23 1.27; 1,80 28721 -64415 126 88 -83.155

"1.76' 89C 283,00 ° o o r'1.80· 890 276,33 o o o
• 890',10,0 283,00 o 0563 - 0061 8.90; 10o 276,33 o 0563 0061

10,0; 15,0 28300 1,017 0,362 - 0,008 10,0;15,0 276,93 1,017 0,362 -0,008

.) brak ciagłości drugiej pochodnej

0.85
1.00

Rys.4

Wyniki obliczeń por6w-
nano z kształtami frontów
plastycznych uzyskanych z
eksperymentalnych badań
fotomechanicznych [6J.

Wbrew oczekiwaniom. wy-
nikającym z analizy kla-
sycznej górny i dolny
front plastyczny jeszcze
nie złączył się, więc plas-
tyczna nośność belki nie
została wyczerpana.

W rzeczywistym granicz-
nym stanie plastycznym pod

siłą skupioną pozostanie jądro spr.~yste belki [6).
Anali~a numeryczna obarczona jest bł.dem rz.du wielko~ci zastosowa-

nych elementów skończonych. Dlatego w celu uzyskania wyników wystarcza-
jących do anal·izy zjawisk bez wspierania si. eksperymentem nale~y stoso-
wać g.sty podział na skończone elementy wy%szych r~dów ni~ liniowy.



6. Uwagi i wnioski

Analizę płaskich sprężysto-plastycznych stanów naprężeń z anizotropią
początkową i osłabieniem materiału można prowadzić w sposób pokazany v
pracy, przy zastosowaniu integralnej (odkształceniowej) lub przyrostowej
teorii plastyczności dostosowanej do metody elementów skończonych.

Zaproponowana w pracy modyfikaCja plastycznej powierzchni graniczm'!,i
a także sformułowania prawa fizycznego zakreęu sprężystego i plastyczne'-
go dla materiału z pocza,tkową anizotropia. są skuteczne w procedurach nu-
merycznych, -lecz powinny być zweryfikowane doświadczalnie podczas sto-
sownie zaprojektowanych eksperymentów.

W obliczeniach numerycznych wskazane jest stosowanie aproksymacji
eksperymentalnych ścieżek równowagi za pomocą funkcji sklejanych.
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ELASTO-PLASTIC ANALYSIS OF TW0-0IMENSIONAL STRES S STATE
WITH INITIAL ANISOTROPY

Summary

In this paper elastic and'plastic analysis of two-dimensional stress
states with an initial anisotropy and a strain softening is presented.
Presented algorithms are adapted to the incremental and deformation
theories of plasticity.

An modification of plastic of limit surface and physic laws in e lest fc
and plastic range of the body with initial anisotropy. is proposed.

An application of written computer program is shown to investigate
plastic fronts in the tranversely bended beam. Numerical results ara
compared with experimental data.


