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SCISLY ELEMET SKONCZONY PRETA CIENKOSCIENNEGO O PRZEKROJU
ZAMKNIETYM W ZAGADNIENIACH STATYKI I STATECZNOSCI

1. Wprowadzenie

Teoria pretdw cienkoéciennych =zaproponowana przez Wiasowa (1] i
rozwinieta przez Kollbrunnera i innych [2,3] jest dzi$ powszechnie
akceptowana w zastosowaniach technicznych.

Sformutowanie macierzowe MES dla pretdw cienkosciennych o przekroju
otwartym podat po raz pierwszy Krajcinowic [(4]1(1969). Kawai [5](1973)
podjat prébe analizy pretdw o przekroju zamknietym, w ktérych istotny
wptyw na odksztatcenia ma moment gietno—-skretny. Zaproponowa: procedure
iteracyijna , wykorzystujac macierze sztywnofci wyprowadzone dla pretdw o
przekroju otwartym.

W pracach [7.9] =zastosowano teorie Kollbrunnera (2.3]. w ktdrej
paczenie przekroju poprzecznego opisuje sie przy uzyciu funkcji paczenia
6, bedacej uogdlnieniem jednostkowegc skrecenia przekroju. W sSwietle
takiego podejicia teoria pretéw cienkod$ciennych o przekroju otwartym
jest przypadkiem szczegdlnym teorii pretdéw o przekroju zamknietym.

Gunnlaugsson i Pedersen [7](1982) uzyskuja niejawne wyrazenia na
liniowa macierz sztywnofci preta o przekroju =zamknietym, .uwzgledniajac
odksztatcenia styczne wywolane sitami poprzecznymi.

Chen i Hu [9]1(1988) uzyskuja jawne wyrazenia na liniowa macierz
sztywnodci preta o przekroju zamknietym, aproksymujac funkcje ksztaitu
skrecania wielomianem trzeciego stopnia.
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W niniejsze) pracy wyprowadzono jawne wyrazenia na macierz geomerycz-—
na (1 macierz liniowa) sprezystego elementu cienkodciennego o przekroju
zamknietym. Przyjeto scista funkcje ksztattu skrecania =z rozwiazania
réwnania rézniczkowego, zamiast przyblizania jej funkcjami aproksymu-
jacymi. Wptyw momentu gietno-skretnego na odksztaicenia uwzgledniono
zgodnie z teoria Kollbrunnera. tak wiec prezentowane rozwiazania dotycza
zaréwno pretdw o przekroju zamknietym jak 1 otwartym czy mieszanym
(otwarto-zamknietym) .

W celu utatwienia studiowania tekstu, ujeto w ramki te wyrazenia,
ktére sa specyficzne dla prowadzonej analizy i nie wystepuja lub wyste—
Puja w 1nne) postaci w klasycznej analizie pretdw o przekroju otwartym.

2. Pole przemieszczenn i odksztatcesh elementu cienkofciennego
o przekroju zamknietym

Pole przemieszert punktdw przekroju preta opiszemy w prawoskretnym
uk}adzie wspdirzednych (x.v.z). 08 z jest linia $rodkdw ciezkodci. Na
konturze preta wprowadzimy prawoskretny, lokalny ukiad wspdirzednych
(n,z,s), gdzie s jest biezaca wspdélrzedna linii trod}(owej konturu ,nato-
miast n jest osia nor-

malna do linii $rodko-
wej w punkcie bieZacym.

Punkt na 1linii $rod-
kowej przekrecju dozna-
je przemieszczenn linio-
wych u, v, w odpowied—-
nio wzdiuz o8i 2z,.X.Y

{x-:gsino-{y-yslﬁ-cosﬂ

x oraz obrotu o kat ¢

wokdét £rodka zginania S

X sin®+y cos®d

(x- .Y_} .Przemieszczenia

¢
X cos®-y sing®

Sixgys) liniowe moZzna wyrazid
POPrzez PpPrzemieszczenie
u_ sSrodka ciezkod$ci oraz

przemieszczenia v_ i w S$rodka zginania ., W nastepujacy sposéb:

Rys.1

u= u_ -v!-( x-cos¢ -y-sing) - w.-(y-cos¢ + x-sing) -[=-8]. (1a)
v= v = (x=x_)- (l-cos¢) = (y-v_ ) -sing, (1b)
w= w_ - (y-y_ ) (l-cos¢) + (x-x ) -sing. (1c)

Zaleznosci (la,b.c) wynikaja ze zwiazkéw geometrycznych, =zilustrowanych
na rys.l. Symbolem ()’ oznaczono rézniczkowanie po z. Funkcja paczenia @
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zastepuje jednostkowy kat skrecenia ¢’ , wystepujacy w analizie pretéw o
srzekroju otwartym. Giéwna wepdirzedna wycinkowa  punktu na linii

2rodkowej przekroju moZna zapisaé w postaci w-f; (h-y/t)ds, gdzie t jest
gruboscia s$cianki , h odlegioscia $rodka zginania od stycznej do 1linii
srodkowej, a y=t _+t/(G*¢') jest funkcja skrecania proporcjonaina do
naprezen stycznych Bredta t, 2zalezna tylko od geometrii przekroju [9] (
G jest modutem Kirchoffa).

Skoficzone odksztaicenie normalne € . wzdtuz osi elementu wynosi:

e = u %{ (u'1*+(v')‘+(w')'} ; (2)

Po podstawieniu przemieszczent (1) do wyrazenia (2).rozwinieciu funkcji
trygonometrycznych w szereg Taylora, pominieciu wyrazdw rozwiniecia
trzeciego i wy2szych rzeddw a takze pominieciu (u')z. otrzymujem‘

formuty na czesé 'liniowa ;:: ' odksztatcenia £ :

o - 5 5 2
i nieliniowa &'
z= ==

L] o g e
t:zz - uc V- x W - Y l:E' I_ (3a)
2y

E L= Vil y- wirgex + (VY ~wlox )¢+

+ g {voTr e e -y )" @)7) - am)
Liniowa cze$¢ odksztakcen stycznych : wywot anych skrecaniem wynosi:

r= ot/0z + duses. (4)

Przy czym przemieszczenie w kierunku stycznym do konturu wynosi = =h(s)
*¢(z), przemieszczenie (paczenie) wzdiuz osi preta wynosi u= —w(sg)+8(z).
Poniewaz zachodzi é&w/d3 = h-y/t, to (4) mo2na przepisa¢ w postaci

4>

r = w/te9’ + (w/t-h)-(6-¢'). (5)

Poniewaz odksztatcenia styczne wywot ane sitami pPoprzecznymi 83
pomijalnie mate w smukiych belkach (speiniajacych =zaloZzenia analizy
pretdéw cienko$ciennych), to w prowadzonej analizie przyjeto, ze
odksztatcenia (5) sa catkowitymi odksztaiceniami postaciowymi. Ski:adowe
tensora odksztaicent rézne od £ (3) i ru(SJ ga zerowe lub pomijalnie
mate. Przyjeto wiec: & =€ =r =r =0.

3. Réwnanie prac wirtualnych i rézniczkowe réwnanie stanu
dla elementu cienkof$ciennego o przekroju zamknietym

Zasade prac wirtualnych dla ciata o objetosci V i powierzchni S =z

naprezeniami poczatkowymi or:? ’ . pPrzy skoficzonych przyrostach
3 {d) L& 4] . s 3 {4 L} 4]
+o .
odksztatcenia ‘tj"; i +e e przemieszczen u i naprezen o, ‘-oij i
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mierzonych od stanu odniesienia, moZzna zapisa¢ w postaci [4):
({: 3] 2
W, [-J-(o_r‘jésij + 076 o] )dV] -8V, [-nJ-qiasui dS] 3 (6)
v =

gdzie indeksami (1) oznaczono czesci liniowe a indeksami (2) czedc1
nieliniowe przyrostdéw tensordw odksztatcenia i naprezenia.

Prace naprezen na wirtualnych odksztal ceniach 6&Hnt (6) w

cienkofciennym elemencie drugosci 1 o przekroju zamknietym oszacujemy
przy pominieciu jako matych: nieliniowych odksztatcert postaciowych oraz
pominieciu cziondw wyzszego rzedu niz drugi w iloczynie dqést

]

1) _ [ & Tli)_ertli R TR
W ‘I"[o‘“’és“’ wtoléstziwtlié (l.l) av zZT ZET z3 zo - i
int J zT zZz zz zz ez 8z

v

L :
=J {u'Ehu' + SW'EI W' + SVI'EJ v'* +|S0'EJ @'+
< (-3 a Xx 8 -] Y 8 (5 Al
= =

i~ BeT s L v +

» z R .
+ 8¢ [ Nr, + M (2)0,+ M (2)B, + B (2)8, ]¢' - 6w 'M (2)¢ + (7)
+ Svi'M (2)¢ - Sw Nx ¢ + 6v:N?°¢'f 6¢ﬂy(z)wn“+
L e - 3 » &+ . - L
+ &¢ Hx(z)va &5¢ Nx.w‘ + &9 NY.T. + 6VBNVB + éw.Nw;} dz.
Wyrazenia zawierajace oi:* zastapiono po przeksztatceniach symbolami
3ity osiowej N, momentédw zginajacych Hy. H; oraz bimomentu Bw
N =I‘az:dn i Hy=f4 = e dA ., Mx-f* C I di , Bwflh 0:: w dA.
“ystepuiace w formule (7) charakterystvki geometryczne:
A —I‘dA P Jy I“x dA ., Jx fAY dA . me f“u dA
abliczane sa w uktadzie gidwnych, centralnych osi bezwtadnosci dla gidw-
wych wspéirzednych wycinkowych. Spelnione sa wiec nastepujace warunki:
fﬁx dA = :Ay dA = I.w dA = f*y°m dA = IAy'de - I‘x-wdl = 0.

We wzorze (7) wprowadzono oznaczenia:

J - moment bezwtadnosci czystego sgkrecania ,
Ip- Iﬁh’dh - kierunkowy moment bezwtadnoéci,
u= 1= J/Ip - wspdéiczynnik spaczenia,

2 2 2 2
Bu=1/Juw I‘(x +y ) *wdA, ﬁ‘-—z-x.+1/Jy°f‘(x +y ) +xdA,
ﬁy* -Z'Y_+ 1/J“ -I‘(xz+y:)'ydh - ramiona asymetrii,

r:-J* + Jv + A'(xf+ y:} — kwadrat promienia bezwtadnos$ci ,
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k = ‘/ix —g%g—— - gietno—skretna charakterystyka przekroju.
[AA

Prace sii zewnetrznych na wirtualnych przemieszczeniach w elemencie

cienkofciennym mo%*na zapisa¢ w postaci:

@xt

SW = & + & + & + Sw' ‘m,_ -
J { “pqz wpqx quy & m + wpm” +6vpmyr 69pbu } dz

o
gdzie indeksem Pp oznaczonc przemieszczenia W punktach przyioZenia

zewnetrznych obciazen qz,qx.qy wzdtuz osi Z.x.y, momentdw zginajacych

ﬂ&,ﬂk wokdét osi X 1 y. momentéw skrecajacych m oraz bimomentdw hm
Réwnania réZzniczkowe Eulera-Lagrange'a dla stanu réwnewagi,

wynikajace z réwnah (€) przy uwzglednieniu (7). (8) sa nastepujace

(Eh-uc}‘ tgq = 0, (%a)
(BIw, )" = (M) + (Nx ')’ - (Nl)' —q +m =0, (9b)
(BIvi )" + (M@)'* = ONy#")" - (NV))' — g +m=0, (9¢)

R L .z - - - l'
(GI/(1-p) s [—@" '+ o ]—{[N I M‘(z) A+ My(z) ﬁy+ Bm{z) B e )y + {9d)
+ MV’ — ( Ny v') —Mw"*" + ((Nxw) -m =0,
x B8 s & Yy = a2 = 1

(9e)

(MBI/(1-p)+(~¢'+ ) ~ EJ @''~ b =0.

4. Funkcje keztaitu dla przemieszczent w elemencie cienkofciennym

Funkcje ksztattu dla kata skrecenia przyigto 2z rozwiazania rawnan
{3d,e) przy pominieciu wptywu si} przekrojowych na przemieszczenia

'-¢"+ e’ = G, (K2/(1-p) (" + 6) — 8" ' = 0, (10a.b)
Rozwiazanie ukiadu rdwnan réznicz-
(:) kowych (10) mozna zapisac w postaci:

glz)= F‘sinhkz+ cmoshkz+ F!kz+ Fq
e(z)= k/u (Ftcoshkz+ Fzsinhkz+ F ul,

lub sformutowad macisrzowo:
$(z)= AT‘B ‘&, 6(z)= B ot & . (l1a,b)

gdzie: |¥= {ﬁ 9 ﬁ 9 }
2S5 Dy -~ A= {s1n£z coshxz kz.1}"
x
‘ Y B-k/h°{coshnz.51nhkz.p.ﬁ}r
Ul p—

F=(F,.F,.F,.F}"

Rvs.2. a wspcirzedne wektora Fq wynikaja z

zaleznosci F=Vq-$.

Funkcje kszitattu przemieszcozen liniowych aprouksymowaro wielomianami.
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crzemieszczenia ucfz) funkcja liniowa, zas prz&mioszczeniu-u;(z) i v;(z)
Funkcjami trzeciego stopnia
u (z)= €U, W (z)=D W , v (z)= DV , (12a.b.c)

gdzie : U= { u, uj}'. Ve { v,.-v* .vj.—vj‘ yT. wa A A .wj.-wj‘ 3",
C= { 1-z/1, z/1 )", D= { 1-32%/1%+22"/1°, -z+22%/1-2°/1%, 32%/1%-22°/1*
22/1-2°1% YT

Na rys.2 zilustrowano stopnie swobody koficdw i oraz j elementu cien—
kosciennego, ktdére zestawiono w wektory U, V, W (12) oraz wektor & (11).

6.Macierz sztywnosci elementu cienkofciennego o przekroju zamknietym

Réwnanie réwnowagi cienkosciennego elementu skoriczonego mozna sformu-~
towad w postaci
K+q=85, (13}
sdzie K jest macier=za sztywnofci zawierajaca czed4d liniowa i geometry-
.zna, q jest wektorem przemieszczefi weziowych ., S wektorem 8i:i wezio-
wych. Réwnanie (13) moZzna rozpisad¢ nastepujaco:

s x ° | v
E 3 i1

symetrycznie —
s o K 4k v
v = 22 2 =

(14:

o a
S, o o K o+K, 5 w
H o k° k¢ K° +x° 3

42 49 44 44

zie + S={S_. 8, ). S =S  .D .8 .D 3. S= (8,.D  .8,.D )",
H=(D_.B.D_.B}"

Podmacierze macierzy K opatrzono gérnym indeksem "o", gdy nie =zale#a
<4 sit przekrojowych (macierze sztywnofci liniowej). Natomiast gdéri
indeks "o" oznacza zaleznoéé od sii przekrojowych (macierz geometryczna. .

Macierz sztywnosci wyprowadzono Przy uwzglednieniu wyrazen (7) oraz
(B8) a takze funkcii ksztaitu (11),(12). Przy wyprowadzeniu wzoréw .
macierz geometryczna przyjeto, 2ze sila osiowa N jest stata , a moment:
zginajace Mx. My i bimoment B =zmieniaja 8sie liniowo wzdiuz diugodci
elementu . Podmacierze macierzy K moZna zapisaé w postaci

K‘:‘-EA-K_?. x° = EJ_+K,, x° EJ_-K, (15a,b.c:

Y
Qe H = )
K o= EJ . Tx'r +[T[ﬁ-GJ(K—K x}+1_sax] (154

-
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c ¥4 z
Koo [Nk e 0 a0 W8+ BB (KK )M, 6 M 8 4B, 5 %, |1, (15e)

44 q yi'vi wji'w
K =NK_ ., K= Ny K +'I':- [u“-ucm— K )+ nxj-x“] (15f.9)
Ko =N K, . K, o=-Nx_-K_ -'r"-[n K K )+ MK ] (15h. 1)
a |y 10 14 vi 414
T T T -7
gdzie: K= [B'B'dz , K=~[BB dz , K =fA'A’ dz . K =[BA* az .

T T T T
K= Jo'Drdz . K~ [D'D* dz , K= [C'C’ dz , K= [z/1 A’A’ dz ,
- T T " T
K= [A'D az , K = JAD'* az , K= Jz/1 AD** az.
Macierze pomocnicze K‘ do K;‘ oraz Tq mozna uzyska¢ w postaci jawnej.

Sity weziowe SL od obciazenn skupionycn przytozonych w wezle o numerze
L. i punkcie przekroju P o wspéirzednych (xp.yﬁm;) WYNosza

cet - =2 ot T
F, {F;L.Fxb.MyL+pr;L.FyL.F&L+Y;F;L.M1L (YP YSJF;L+{xP x-)FyL.BmL+u$P;L} .

Dodatkowe podmacierze macierzy geometrycznej wynikajace z przytozenia
cLZigZenia roztozonego lub skupionego poza linia ¢rodkéw zginania prze-—
krojéw elementu mozna wyprowadzi¢ rdwniez z rdéwnania (6). Podmacierze te
nale2zy doda¢ do tych wyrazdw na gidwnej przekatnej macierzy sztywnosci,
ktdre odpowiadajs stopniom swobody skrecania.

7. Uwagi i wnioski

Zadanie wariacyjne dla preta cienko$ciennego o przekroju zamknietym
mozna sformutowad, przy uwzglednieniu wpiywu momentu gietno-skretnego na
odksztatcenia, w sposéb pokazany w niniejszej pracy.

Funkcje ksztaitu dla nieswobodnego skrecania elementu cienkofdciennego
mo2zna przyjaé =z rozwiazania ukiadu rdéwnan rézniczkowych Eulera-
Lagrange'a, wynikajacych z =zasady prac przygotowanych. Takie ujecie
pozwala uzyskaé¢ macierz sztywnosci w postaci jawnej.

Analize doktadnosci uzyskiwanych rozwiazah nalezy przeprowadzid¢ przy-
najmniej w dwéch kiserunkach : 1) dokiadnoé¢ci proponowanej aproksymacji
funkcji ksztattu dla skrecania, 2) wpiywu momentu gietno-skretnegoc na
odksztaicenia pretdw cienkoéciennych o przekroju zamknietym. W pierwszym
przypadku rozwiazania mozna pordwnaé =z rozwiazaniami podanymi przez
Chen-Hu [9](1988)., uzyskanymi dla probleméw statyki przy aproksymacji
funkcji kszta:tu skrecania wielomianami. Natomiast w drugim przypadku
rozwiazania mo2na poréwna¢ z  analiza Nishino i in. [12](1985).
przeprowadzona dla probleméw statecznodci poczatkowej.
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ACCURATE FINITE ELEMENT OF THIN-WALLED BAR OF CLOSED CROSE-SECTION
IN STATIC AND STABILITY PROBLEMS

Summary

A variational proklem for a closed cross-section thin-walled bar is
formulated ,teking into account thsz effect of the secondary shear stress
under the condidtion of restrained torsion. The shape function of
warping torsion thin-walled bar is obtained from the esolutien of the
Euler-Lagrange differential eguations. These equations are written on
the Dbasis of the virtual displiacement principle. The formulas feor the
stiffness and geometric matrix are presented. Components 2f the these
matrix would be obtain in the explicit form is possibls to obtain.



