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STOCHASTYCZNA METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH
. ¥ ZAGADNIENIACH LOSOWES MECHANIKI KONSTRUKCII

1. Wprowadzenie

Uniwersalna metoda rozwiazywania ziozonycn zadar losowe) mechaniki kon-
strukcji jest metoda symulacji numeryczne] (metoda Monte Carlo). Wiasne
dofwiadczenia oraz analiza innych prac =z tego zakresu (miedzy innymi [1,212
wskazu)e, Ze zZe u;rzglqdu na wyscka niezawodnosd konstrukecji budowlanych
zadawalajace rezultaty moZna uzyskad ta metoda dopierc po wielu symulacyj-
nych losowaniach realizacji konstrukeji

Analityczne metody analizy probatbilistyczne) prowadza do skomplikowanych
rachunkdw 1 najczesfcie) musza byd wspomagane procedurami numerycznymi
{2,3]. Mimo wprowadzania licznych uproszczen 1 specjalizacji algorytmédw -
- tvlkoc w najprostszych przypadkach ("prymitywna" konstrukcja i mala liczba
zmiennych losowych ) udaje sie obliczyd parametry statystyczne interesuja-
cych wielkofci "rozsadnym” nakiadem pracy.

Metoda symulacji i metody analitwvczne nie znalaziy zastosowania w prak-
Lyvce inEzynierskie), chod sa szrerckoc wykorzvstywane w pracach studialnych.
Tymczasem -. .ektywizacja cbliczen projektowych moze by¢ osiagnieta dopiero
PO opracowaniu inzyruerskiej metody szacowania wartosci oczekiwanych i lo-
sowych zmiennogfci kazdej] z wielkofci: wystepujacych w obliczeniach.

W niniejsze! pracy zaproponowano 1nZynierska metode numerycznej analizy
probabilistyczne). Metoda ma dwie podstawowe zalety - 12 jest metoda kompu-
terowa, wiec zwalnia projektanta od zbednych rachunkdw 1 moze siuiyd do roz-
wiazywania niemal wszystkich prakiveznvch probl emdw, 2) zwieksrenie czasu
obliczed jest niewieikie w stosunku do cbliczent determunistycznych. Metoda
jest wers)a stochastyczne) metody elementidw siomczonych opracowana w 1984
roku na uzylek pracy [4] a jej podsiawa jest linearvzac)a stochastyczna.

STOCHASTYCZINA METODA  ELEMENTOW  SKONCZINYCH  jest  sposobem  analizy
Zagodniern stochastyczne < losowe = mechantit ypolegajgoym na
dyshkretyzac 1i Ronstrukc )i przy uyciu elementdw shkoriczonych i zastosowaniu
matod probabilistycznych na etapie budowy ukladu. N

Zaprezentujemy plerwotna wrsJi metody, kidra dotyczyvy systemdw kon-
strukcyjnych o.nie zmiennych w czasie charakterystykach m.eza.hmdnotc:.m:h.
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2. Macierzowe sformulowanie rdwnan metody linearyzacji stochastyczne]

Zadania teorii sprezystofci 1 plastycznogci, Leorii statecznodci i drgan
oraz innych dziedzin mechaniki konstrukecji moZna ujad konwencjonalnym

réwnaniem metody elementdw skoficzonych z ulosowionymi rzmiennymi
R = KA, L2Y c1d
-

gdzie I?.'. Jjest losowym wektorem zmiennych wejfciowych (wymuszen) a ¥ jest
losowym wektorem zmiennych wyjfciowych ( odpowiedzi systemu 2. Losowa ma-
cierz operatora systemu K moze zalezed od nielosowego parameiru wektorowe-—
go t i losowego wektora K= (W“.R-y_]. gdzie R-Y' jest wektiorem losowych
zmiennych systemu C(sztywnosci-podatnofcil. Kazda realizacja konstrukcji
speinia rdéwnanie C12.

Jetli istnieje macierz odwrotna X', to rozwiazanie réwnania C1) mozna
zapisac w postaci

W=fCA,t2, <
gdzie funkcja wektorowa f jest w ogdlnosci nieliniowa.

ROWNANIA LINEARYZACJ! stochastvezne] w oloczeniuv dowolnego punktu Ro
otrzymamy po zastosowaniu operatora wartosci oczekiwanej E w stosunku do
liniowych cziondw rozwinigcia funkcji (28) w szereg Taylora. Wartosd
oczekiwana EY ocraz macierz kowariancji covf zmiennych wyjdciowych moZna

OsSZacowag zZe wIoraw:

i af " -
E¥= £CR_,tD + 3p 1xo,cg)x R 3, £3ad
*
~ 27 . . ar S
covifx 3R|l$°} covi [-39[ ‘xo’] ' C3b2

gdzie gwiazdka * jesL operatorem sprzeZenia macierzy zespolonej. W popu-
lacji konstrukcji najczescie] ocbserwuje sie realizacje standw bliskich
oczekiwanym. Najlepsze (w sensie prokabilistycznymd aszaccwan:’a.caj meEna
wiec otrzymad dla RO=E¥E. W wieks-oici praktycrnych przypadkdw macierz
- 3F jest rzeczywistz a nie zespoclona i operator sprzefenia * jesi rdwny
operatorow. transpozycji T.

Wystepulace we wzorze (32: MACIERZ WPLYWU af -8 craz MACIERZE KOWARI ANCJI

covh i cov?l maja nastepujace w=pdirzedne:

ar _[ ar -ax af -ax . . of 3
?ﬁ- = 1 1 1 z ] n
. & Y- {' C4ad
@ soX BT _car_ . . . ar_con_ |
m 1 " Z - ~
=% " N - ey v vy
covig=[EOVX X, covX X ... covK X_ o= rr::_:\.‘fstfl Sev¥ Y. covY Y A
A = G I R N B . ;s S B 5 )
covX X covi X_ .. cowvik ¥ | cov¥ Y cov¥ Y_ ... sov¥ ¥
n o1 n oz ™ r\J ¥ m 1 m 2 m om
gdzie n jest wymiarem wekiora = [X ] € 1=1,...n) a m jest wymiarem wekiocra
+

g= [Yj] Ci=1,...m>.

Macierz wplywn copisuje czuiosd wektora ¥ na loscowe zmiany wektora K.
Momenty statvstyczne pierwszego i drugiego rzedu zmiennych wy)sciowych ¥
szacujemy bez zakiadania konkreinego rozkiadu prawdopodobiefistwa wektora ¥,
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3. Dy=kretyzacja konstrukcji. Stochastyczne elementy skoficzone

Podobszary losowo cdesztalcalnego crala nazwiemy STOCHASTYCZNYHMI ELEMEN-
TAMI SKONCZONYMI. jesl: losowe wliadciwesci sq w nich w pelni autokorelowane.
Z prawdopodobiefstiwem réwnym jednofci charakterystyka X_L w punkcie P‘ ele-
mentu stochastyernegs jest wigc liniowa funkcja charakterystyki X w punk-
cie Pz eiementu : PCX i

""= ax‘_n+ bX=1, gdzie a i b sa deterministycz-

nymi wspditczynnikami.

Zalczymy, Ze model konstrukcji zostal podzielony na N stochastycznych
elementdw skofczonych tak, 2e kazdy konwencjonalny element skohczony Ced
zawiera sig w calodci w jednym elemencie stochastycznym <e>. Jeden element

stochastyczny mocte byd zioizony z roziacznych

<3 <22 <
3 = i ke elementdw konwencjonalnych. Szczegdlnym przy-—
€321 C42 T .Sy |CB) padkiem jest system zbudowany z wielu elemen-—
‘ o = ';' téw konwenc jonalnych ale tylko z jednego ele-
Lo i <1> mentu stochastycznego. Obok konwencjonalnych
*le1s CEC ® zasad podzialu konstrukcji na elementy nalezy
veants ---e wigc uwzglednid zasieg i wielko#id autockorelac-
Tz

ji statystycznej. Na rys.1 pokazano przykiad
Ry=.ds dyskretyzacji ramy portalowej.

Stochastyczny element skoficzony <e> moze byd obarczony NIEDOSKONALOSCIAMI
Cimperfekcjami) POWIERZCHNI zwiazanymi z losowym ksztaitem i wymiarami brze-
gu elementu oraz Nl EDOSKONALOSCIAMI OBJETOSC] zwiazanymi z losowymi whaf-
ciwosciami materiaiu orazlosowymi sitami objetosciowymi. Zmienne obarczone
takimi niedoskonalosciami moZzna zestawid w N podwektorach K:;: wektora H.y-‘

W celu elastycznego sterowania liczba zmiennych losowych systemu oraz
uproszczenia obliczen numerycznych zapiszemy zmienna losowa J(t w postaci

i S i s
gdzie *x jest nielosowym bezwymiarowym moduiem wielkoici x_t w UKELADZIE MIAR
w. Przyimiemy, ze LOSOWE =sa JEDNOSTKI MIAR L, M, T o wartofciach oczeki-
wanych odpowiednic 1m, 1kg, 1s .Jednostki miar wystepuja w nielosowych
potegach catkowitych 1, m, t. W zaleinofci od liczby elementdw stochastycz-
nych oraz korelacji charakterystyk w elemencie moina wprowadzicd wiele
losowych ukiaddw miar w

Mozna pokazad ., Ze 2z dokiadnocdcia do liniowych cziondw rozwiniecia
jednomianu (5D wokdi wartodci oczekiwanych zachodzi : 1D Extg xt[mlkgmstl.
22 Jjesli x‘ i XJ sa wyrazone w Lym samym ukiadzie miar to r:cw(xf-):_; f .
W (szacunkowo peina korelacjad , 3D E&x‘/JLu- 1x [m kg's ).
Przykiad 3.1. Losowe uklady miar w stochastycznym elemencie konstrukcjt
pretows. Biorac pod uwage technologie wykonywania elementdw konstrukcji

"

pret.owych mo#na wprowadzid cztery losowe ukiady miar: m- ukliad miar wias-
notci materiatu i naprezén resztkowych, ¢ - ukiad miar charakterystyk geo-
metrycznych przekrojow, ¢ - ukiad miar d.luguic.l.-ltrnpnt.u. a = ukiad miar
wstegpnych wygied i skrecen osi elementu. W ten sposdb zaioZono na przykiad,
2o‘vszjmuun charakterystyki geometryczne przekroju ¢ pole powierzchmi,
momenty bezwiadnofci itd.) sa sTacunkowo w peini skorelowane.
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4.Szacowanie macierzy wplywu

Metody szacowania macierzy wpiywu 8f /8K pokalemy na przykitadach.

Przykiad 4.1. Przemieszczenia ( sttty przywezlowe. Wartofci oczekiwane prze-

mieszczer U wezldw systemu w globalnym ukiadzie wspdirzednych oraz wartosfci

oczekiwane sii przyweziowych IP:::

czymy T rdwnan przemieszczeniowej melody elementdw skoficzonych (S5]:

w ukiadzie lokalnym elementu (e) wyzna-

®, .. Ku P kW™ C7a.bd

ze = vew
dia oczekiwanych : zewnetrznych obciazern weziowych Pa.'. globalnej macierzy

=)

sztywnoscy K, macierzy sztywnosci elementu k i przemieszczer wezidw

elementu u'™’.

Razniczkujac obustronnie po X rédwnania (72 otrzymujemy po uporzadkowaniu

E ) . S r.- aanmil [ " qunlie

Dla problemow nieliniowych nalezy uwzglednid zmiane konfiguracji odniesie-
nia lub zmiany macierzy sztywnodfci. Na przykiad jesli K jest funkcja prze-
mieszezer, to MK, WA 0= M-I + M-du: Su-dr,
Przvkiad & & C(C=zestotliwodci drgah swobodnych-obecigzenie hrytyczne. Wartof-
c1 oczek:wane crestotliwodci drgard swobodnych w” mnoinika obciazenia kry-

; P P ‘e c®)
du Df-l[ zev L8 ] . vew ak Ced +kt.1§; ]- ¢8a.b>

tycznego A oraz stowarzyszone wektory wiasne q (forme drgan” forme ' raty
statecznogci) uzyskujemy z rozwiazania ucgdlnionego problemu wiasnego .5)

cF - wBq = 0 i ¥ - A*K%g =0, €9a,bd

dla oczekiwanych : liniowej macierzy sztywnodci K, macierzy bezwiadnosci
g

!B([P“‘; 1 macierzy geomeilryczne] [ CI?"H)‘

Po cobustronnym pomnoZzeniu tych réwnarl przez qr » przerdzniczkowaniu po K_‘ i

uporzadkowaniu otrzymujemy wyrazenia na i-ite wspdirzedne wektora wpiywu:

[ ~E ) §o[ [ VEI . cions

gdzie B i K zalety od P wigc dB/dX = MB-AX + OB-P - P 79X ,
waw 1Y 1Y wew wav 19
dk%/dx = MK 9% + oK, 8P  OX .
19 1Y waw vew L

>

Przykiad 4.3. HMacierz wplywu wektora =W =[Nm. Lg. L‘!“” na maciersz

sztywnosgci 1 bezwladnosci preta drgajacego osiowo. Wprowadzono jednostke
Z_ -1

pochodna Nntﬂms- przy czym przyjeto, Ze sek nda i1 metr w ukiadzie m s3

nielosowe. Losowa macierz sztywnosci k' i losowa macierz bezwladnosci
(L B

b wynosi [5] C(przy pominieciu zapisu wartofci oczekiwanych jednostek):

K‘“'=CEN dCFLEIT 1 -1 <ALp. b " =N )cre_‘acu; 2 11. C11a,bd
R nl T 12
gdzie wartodci oczekiwane charakterystyk elementu oznaczono nastepujaco :

E - modut Younga., F - pole przekroju poprzecznego ,l - diugo$d elementu
p — gestoid materiatu.
Wart o¢ci oczekiwane macferzy wpiywu wynosza:

o'  EF 1 -1 t2-21t-1 1 o' oot42121 ] C12a.BO
-r = _X.EF;’.ﬁ

E"“—”“,_ 112 211 coiz24 i1z
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S. Przykiady liczbowe

Przykiad S.1. Wartos¢ oczekiwana ( wspdlczynnik zmiennofci najniisze;

czestotliwosci osiowych drgan wiasnych preta wspornihkowego Crys. 2>,

— o u, Pret podzielono na dwa stochastyczne
= = elementy skoficzone <1>, <2>, ktdre

[

sa jednoczednie elementami konwen-

—
] b .o Clonmalaymi €13, (2. Wartosci

vav

ocze-

RAAAARAN
~
-
1¥]

kiwane losowych charakterystyk ele-

N

mentu <1> wynosza: l:=4m. F=10cm®,
— E=200GPa, po=7800kg- m"; natomiast ele-
mentu {(2> wynosza : lz=2m. F=5 cmz.

E=200 GPa. p=7B00 kg/m'A Wspdiczynniki zmiennofci wszystkich losowych
jednostek miar sa rdwne V= S % _.PoniZej pominieto zapis wartodci

oczekiwanych jednostek miar.

A Oczekiwana czestotliwosd i wektor welywu.
W wyniku agregacji macierzy C(11) dla nietrywialnych stopni swobody u,.
u, otrzymujemy oczekiwane macierze EK=[ 10 -5 -107, EB=[ 13.0 1.3 7.
-5 5 1.3 2.8

Zagregowane oczekiwane macierze wpiywu (12) odpowiadajace wektorowi
<ax, , <13,

o . <1 <2 <2y, , 2> .

R= ON_ L L, | N T L 7L, wynosza:

E£=50:100:-30:5'5:10-1():'55’107'
=7 001007 00i-8 5:i-10 10! S -5

g ®=[00 208 01:10.4 0100 5.2 26126 1.3
= 00: 0 ot o0 0:00:2.6 S.2 1.3 2.8

Na peodstawie rownafi (9a) i (10a) uzyskujemy: oczekiwana czestotliwodd drgan
wiasnych Ew= 1617 [1-s] , odpowiadajacy wektor wiasny Eq= [1 1.23817
oraz wektor wpitywu Eow dR= [ 765.8 6898.6 -1182.4 42.7 -688.68 -434.7).

B Wspdlczynniki zmiennosct Vu czestotliwodcl drganl wiasnych.
Przyjeto, zZe wspdiczynniki korelacjli miedzy elementami R, w elemencie
L]
<€1> 1 <2> IR. oraz w systemie R wynosza:

<1 <2> Nm.“"a L <12 <23
R =1 r Jar . RYPar g r r |~ R = 14 r R e
s L] - - L 4 m L d a =
T 1 j<z> 1 r L .
s o]l o sym ® <2z>
-
sym 1 ."..:

Poniewaz dla dowolne)] losowej jednostki miar Ju. zachedzi: EJuﬂl. VJu-—V to
macierz kowariancji wynosi covi= VR,

1r2
e

W tab.l1 =zestawiono wspdiczynniki zmienncdci Vm-(varuﬂ Ew, gdzie varw

obliczono ze wzoru (3b) dla wybranych wartosci r.i e

Tab.1. r\ o 0.5 1.0
- -

o 5.5 % 5.9 % 5.8 %
0.8 4.8 % 4.5 % 4.3 %
1.0 3.5 % 3.0 % 2.8 %




- 156 =
Przykiady praktycznego wykorzystania metody . podanc pracach (4,61.
¥ pracy [4] metode zastosowano do szacowania parametréw statystycznych
niclirailcwych fizycznie belek spre:ysto-plﬁstycznych zginanych poprzecznie.
Konstrukcje ziozona z belkowych elementdw skoficzonych rozwiazywano metoda
sii. W pracy (8] pokazano sposdb modyfikacji programu komputerowego do ana-
lizy statecznofci ram ziozonych z pretdw o przekroju cienkofciennym.

6. Podsumowanie, uwagi i wnioski
Przedstawiona stochastyczna metoda elementdw skoficzonych moze siuzyd do

numer ycznego rozwiazywania dowolnie zioZzonych inZynierskich zadant losowe])
mechaniki konstrukcji. W tym celu nalety zmodyfikowad istniejace programy

komputerowe przeznaczone do analizy konstrukcji metoda elementdw skoriczonych.

Redukc je liczby zmiennych losowych systemu moZna uzyskad przez wprowa-
dzenie losowych ukiaddw miar.

Do szacowania parametrdw staty:.t.ycznych wielkofci wyjfciowych zastosowa-
no linearyzacje stochastyczna, ktdra jest wystarczajaco dokiadna w wigkszo-
$ci zagadniern mechaniki budowli. . .
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STOCHASTIC FINITE ELEMENT METHOD
IN THE PROBLEMS OF RANDOM THEORY OF STRUCTURES

Summar y

A version of the stochastic finite element method which will be used for
many engineering problems of complex structures is propesed. First-order
second moment method which gaves a good valuation .Lln engineering problems
is explored . In order to reduce encugh the number of random variables ,

random -ysui of measures iz introduced. Examples are shown.



