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ia ogdlne
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macierze (réwniez wektory),
prawdopodobieristwo zdarzenia A,

dystrybuanta wektora losowego Y jako funkcja
jego wartosci VY

wartosc oczekiwana, estymator wartosci oczekiwa-
nej.

wariancja, kwadrat odchylenia standardowego,
wspéiczynnik zmiennoS$ci zmiennej X,
wspélczynnik korelacji zmiennych xi.xj.

ia l1iterowe

pole przekroju poprzecznego prgta lub jego czesci,
szerokosc przekroju preta,

potowa wysokosci rdzenia sprg¢zystego przekroju,
modui odksztaicalnosci podiuznej, spr¢zysty moduil
Younga,

wartosc rzedu izochromy,

stalta pokrycia optycznie czynnego,

wysoko$c przekroju preta,

moment bezwiadnos$ci przekroju sprezystego,

stata podatnosci podpory,

wspdiczynnik redukcyjny momentu zginajgcego,
diugosc przesita belki,

diugosc poréwnawcza elementu belkowego,

moment zginajacy, peiny plastyczny moment zgina=-
Jjacy.

wzgledny moment zginajacy,

nosnosc konstrukcji,

parametr wymuszen ( obcigzenie),

eksperymentalnie okreslone graniczne obciazende
sprezyste, plastyczne, :

sita poprzeczna, peina plastyczna sita poprzeczna,
wzgledna sita poprzeczna,
granica plastycznosci materialu,.
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dtugosc odcinka sprawczego dziatania naprezen
@'y. pochodzacych od docisku sil powierzchniowych,

energia komplementarna (energia naprezen),
wskaznik wytrzymaioséci przekroju sprezystego,

wskaznik plastycznego oporu przekroju przeciwko
czystemu zginaniu,

przemieszczenia,

stosunek granicy plastycznoSci przy czystym roz-
cigganiu do granicy plastycznosci przy czystym
scinaniu,

wspéiczynnik odksztaicalnosci poprzecznej,
spregzysty wspdéiczynnik Poissona ,

naprezenia normalne w kierunku osi preta, napreg-
Zenia normalne prostopadie do osi preta, napreg-
Zzenia styczne, intensywno$c naprg¢zen, napr¢zenia
giéwne, maksymalne naprezenia styczne, tensor
naprezen,

naprezenia normalne 0  wywolane gradientem na-
prgzen stycznych bez Yuwzglednienia docisku
sil powierzchniowych.

analogicznie jak wyzej w odniecsieniu do
odksztaicaen

wzgledne wspdéirzedne poiozenia punktu,



Wprowadzenie |

Przedmiotem pracy s@ zginane poprzecznie prety zbudowane
z '‘materialu sprezysto-plastycznego /stali niskowgglowej/. Prety
zabezpieczone sa@ przed utratg statecznosci i poddane obcigZzeniom
statycznym,

Generalnym celem pracy jest zbudowanie doswiadczalnych pod-
staw do szacowania losowej nosnosci elementéw zginanych z uwzgle=-
dnieniem sit stycznych, W toku opracbwania rozprawy wylonilo sig
szereg zagadnien, ktérych wazno$c nieraz wykracza poza generalny
cel pracy. Do nich naleza miedzy innymi: badanie jednoczesnosci
zakonczenia sie@ procesu formowania przequbéw plastycznych; do=~
éwiadczalne oszacowanie ksztaltéw i propagacji stref plastycznych
oraz rozkladu naprgzen v rzeczywistych belkach zginanych poprzecz-
nie; wplyw napreZzenn normalnych od docisku sit powierzchnioviych na
przemieszczenia i nosnosc belek; zagadnienia teoretycznego wyzna=-
czania przemieszczen sprgzysto-plastycznych belek z uwzglednie=
niem sit stycznych,losowych sztywnosci elementéw i losowe] spreg=
zystosci podpér,

Modelowe badania eksperymentalne wskazuja zgodnie z oczeki=-
waniem, ze sily styczne, nieodiacznie dziatajace obok momentdw
zginajecych, zwigekszajg odksztaicenia i przemieszczenia belek
w zakresie pozasprezystym, Jednakze rdéznice mig¢dzy teoretycznym
a doswiadczalnym .0szacowaniem przemieszczen s@ znaczne 1 losowo
rézne dla kazdej realizacji. Systematyczne rozbiezZznosci w tym
wzgledzie, obserwowane w wielu eksperymentach, sklaniaj@ do pod-
jecia specjalnych badan nad wpiywem sil stycznych na stan belek
sprezysto~plastycznych,

W niniejszej pracy przeprowadzono podstawowe badania ekspe-
rymentalne i teoretyczne wpiywu sit stycznych na stany pozasprg=-
zyste elementéw zginanych. Proces zniszczenia, uplastyczniania
i przemieszczen belek zginanych poprzecznie oszacowano z uwzglg=
dnieniem losowych wlasciwosci materiazu i konstrukcji. Rozwaza-
nia prowadzono na mozliwie prostych belkach, po to aby wyizolowac

zjawiska fizyczne, ktérych ujecie daje mozliwo$¢ analizy elementéw
i ustrojéw ziozonych,
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Metoda fotomechanicznej warstwy powierzchniowej pozwoliXa
eksperymentalnie rozpoznaé propagacjy stref plagtycznych, roz-
kxady naprgzen oraz mechanizm zniszczenia poprzecznie zginanych
belek statycznie wyznaczalnych i niewyznaczalnych. Zaproponowano
przydatny w analizie teoretycznej, zastgpczy model sprgzysto-
-plastycznego belkowego elementu zginancgo poprzecznie, !

Na drodze rozwijzan teorctycznych sprawdzono dopuszczalnosé
uproszczen w belkowym modelu 2zastgpczym. Numeryczne rozwigzania
tarczy pozwolity ustalic¢ bXad popeXniany przy stosowaniu modelu
Prandtla materiaXu oraz okreslié przydatnosc¢ elementu zastgpczego
ze wzgledu na pominigcie naprg¢zen normalnych od docisku siX po-
wierzchniowych. Oszacowania teoretyczne przemieszczen i sit prze-
krojowych, uzyskane na bazie sprqiysfo—plastycznego elementu bel-
kowego, pordwnano z pomiarami eksperymentalnymi. Pokazano, ze
reakc je uk*adu spryzysto-plastycznepgo nalezy szacowad z uwzgled-
nieniem losowych wiasciwosgci materiaXu i geometrii konstrukeji
oraz losowej sztywnosSci podpér. Przedstawiono propozycje szaco-
wania losowe] no$nosci plastycznej belek zginanych poprzecznie
przy wykorzystaniu procedur opracowanych na uzytek stochastycz-
nej mechaniki zniszczenia belek zginanych bez udzialu sit stycz-
nych.

Badania eksperymentalne, analizg¢ wynikéw pomiardw oraz obli-
czenia teoretyczne wspomagano szeroko sprz,tem komputerowym.
Nowoczesne Srodki pozwoliXy uzyskad wiele interésujicych rezul -

tatéw, ktérych otrzymanie w konwencjonalnej analizie byYoby trud-
ne lub wrqgcz niemozliwe.

Autor dzigkuje wszystkim osobom, ktdére udzielity pomocy
w opracowaniu niniejszej pracy, a szczegélnie promotorowi
prof. zw. dr hab. inz, Zbigniewowi Kowalowi za zainspirowanie
tematu oraz wnikliwe i cenne uwagi wniesione do pracy.



1. Stan wiedzy

1.1. Dotychczasowe badania wpiywu sil stycznych na graniczna
nosnosc plastyczna belek

Badania teoretyczne wpiywu sit stycznych na nielosow@ nos=-
nos¢ plastyczna belek wykonanych z materiatu idealnie sztywno=-
-plastycznego rozpoczgi w 1931 roku Stussi [80]. Nowe prace np.
[16, 49, 88] wskazuja, ze dyskusje nad tym problemem nie sa
jeszcze zamknigte,

Podstawa prowadzonych analiz byly twierdzenia nos$nosci gra-
nicznej. Najczeéciej wykorzystywano twierdzenie statyczne,szacu-
jace nosnosc¢ plastyczng od dotu., Jednakze znalezienie w peilni
statycznie dopuszczalnego pola naprgzen dla belki zginanej po-
przecznie, uzaleznione jest od statycznych warunkéw brzegowych
i geometrii calego ustroju [18]. Warunek plastycznodéci transfor=-
mowany do przestrzeni przekrojowych momentéw zginajgacych i prze=
krojowych sit poprzecznych, czyli tzw., krzywa interakcji plas=-
tycznej, nie jest wigc uniwersalna dla danego materiaiu i ksztai=-
tu przekroju, lecz zalezy réwniez od kinematycznych warunkéw
brzegowych i obcigzenia catej belki (24, 57].

Analitycznie nie mozna spelnic jednoczes$niec statycznych
warunkéw brzegowych i prawa piyni¢cia w kazdym punkcie przekroju
preta, Postulowano dwa typy rozktaddéw naprezen, speiniajace
tylko jeden z tych warunkéw (88] : a) w peini statycznie dopusz=-
czalne (speinione warunki brzegowe i réwnowagi), b) czeéciowo
statycznie dopuszczalne (nie zachowane warunki réwnowagi, lecz
w wigkszosci hipotez speinione jest prawo plynigcia).

W tab., 1 zestawiono spotykane w literaturze hipotezy rozkia=-
déw naprezen w granicznym stanie nosnodci prostokatneqgo przclkroju
wspornika obcigzonego sit@ poprzeczng na koricu, W literaturze
omowione s3 ponadto hipotetyczne rozktady naprczenn w jednorodnym
przekroju dwuteowym [np. 30, 75, 78] lub hybrydowym przekroju
dwuteowym [np. 15, 37, 10]. Podkresla sig¢ trudnosci powstajace
przy konstrukcji krzywych interakcji dla innych ksztaitéw prze-
krojéw [np. 88].



Tab, 1., Hipotezy rozkiadu naprgzen w granicznym stanie nodnosci

10

przekroju prostokgtnego belki zginanej poprzecznie

Rozktad naprezen

o ——— PoLe | Autor, rok , Literatura
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v § Smirak 1967 [74],
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§ >
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N

Juhas, 1975 ., [37].




Przedstawione rozktady napregzen moga wystecpowaC w idealnie
sprozysto~plastycznym materiale jodnorodnym, W szczegdlnodci
dotycza one metali,

W trakcie przegladu literatury nie natrafiono na préby
transformacji tych rozkiadéw na materiaty o réznych granicach
plastycznosci na rozcigganie 1 sciskanie,

Z rozkiadéw naprezen zestawionych w tab. 1 wynikaja rézne

krzywe plastycznej interakcji zginania i $cinania, zbudowane
przez wielu autoréw,

Na rys. 1 podano wybrane,stosowane réwnania krzywych interakcji
o prostej analitycznej postaci, reprezentujgce cztery sposrdéd
pieciu typéw hipotez rozkiadu naprezen, Rdéwnania analityczne
krzywych otrzymane na bazie hipotezy hariacyjnej (na rys. 1 =
linia kropkowa) maja bardziej skomplikowana postac,

Krzywe interakcji wynikajgce z hipotezy jgdra sprezystego
maja zakres waznosci ograniczony do matych sil poprzecznych,
Zakres ten obejmuje jednakze wszystkie praktyczne i wazne przy-
padki zginania poprzecznego.

. 10 2 X T .—--____I | T T

Wybrane ; H“'"“"Jrff:“DruckerDA]| ‘

* : i t i 5 -,:"._:‘ ’ w
rownania interakcji Hornel34] ::ﬁ\ Rzanicyn [72]

Sobotka [76] H*x Sobotka [77]

méz1-q2 0.8 Bezuchov N R Hodge [34]

. 1 [10] ™.

Palcevskij[58]

m=1-gq? Mutermilch [55]
Bezuchov [10] 06
m=1-314q%,(q<2/3) Pa
Horne [34]
m=1-0,444q2,lq<0792)|''=

-

obliczone na podst. | # ;%
Mutermilch i inl55]} E i
m=1-16/(3m2)q2 M

lqs /4 ) 0,2
Drucker 124]  F=RbH%4, Q=RbH/x

- 4 o /3 :Mises

m=1-qg 2 :Tresca =

0 1 L L | 1 ] -
0 0,2 0,4 0,6 08 10

Rys., 1. Krzywe interakcji wzglednego momentu zginajacego mzm/ﬁ
z wzgledna sita poprzeczna q=Q/Q

Y

Q
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Obserwuje si¢ znaczne rozbieznodci mi¢dzy krzywymi inter-
akcji, zwlaszcza w stosunku do krzywej idealnych pdiek
PaiEevskiego_

Rozbiezne sa opinie dotyczace znaczenia poszczegdlnych
hipotez rozkiadu naprgzen i wynikajacych z nich krzywych inter=
akcji [67, 85, 88]. Oceny te formulowane sa z punktu widzenia
oszacowania statycznego granicznej nodnodci plastycznej.

W trakcie przegladu literatury nie natrafiono na préby
eksperymentalnej weryfikacji hipotez rozkiadéw naprgzen przy
uzyciu metod bezpos$rednich, lie oceniano rowniez przydatnodci
poszczegdélnych hipotez do opisu napregZen w przekroju czgsciovio
uplastycznionym,

Badania do$wiadczalne spre¢zysto~-plastycznych ptaskich sta-
néw naprgzen umozliwia opracowana w 1950 roku przez Aleksandrova
[2] metoda fotomechanicznej warstwy powierzchniowej. Poczynajac
od roku 1955, po zastosowaniu Zzywic epoksydowych na pokrycia
optycznie czynne, metod@ {otomechaniczna wykonano wicie badan
doswiadczalnych [22, 48, 44, 83 i in.] . Nie stosowano jednak tej
metody do badania frontéw plastycznych oraz rozkladéw neprezen
w belkach zginanych poprzecznie.

W Polsce metodg optycznie czynnej warstwy powierzchniowej
stosowat migdzy innymi Abramowicz do badania elementéw Zelbeto=-
wych [1] oraz Kapkowski do badania propagacji stref plastycznych
w prébkach rozciaganych z karbem, rozciaganego elementu z wielo=
ma otworami & takze innych cz¢éci maszyn [38, 39].

Pomiary fotomechaniczne daja dobry obraz linii rdéwnych
réznic odksztaXcenn giéwnych (izochrom). lMniej dokladnie mozna
okre$lic¢ kierunki odksztalcenn giéwnych (izokliny). Jednakze
w wigkszosci metod rozdzielania odksztaicen i naprg¢zen konieczna
jest znajomo$c¢ izochrom i izoklin [22, 23, 45, 48, 44, 42], Same
izochromy wykorzystywane s@ w metodzie charakterystyk [39, 81]
lub przy catkowaniu réwnan Laplace’a [23], Metody te dotycza
obszaru sprgzystego. Rozdzielenie odksztalcen i wyznaczenie na-
prezen w obszarze plastycznym jest przedstawione w tych pracach
tylko dla pewnych przypadkéw szczegdlnych,

Trudnosci pomiarowe w obszarze sprezystym powstaja przy
stosowaniu metody przeswietlania skodnego [22] 1ub przy pomiarze
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odksztaicen poprzecznych, Okredlenie naprgzen w obszarze plas=-
tycznym mozliwe jest tylko przy dodatkowym zalozeniu, wynikaja-
cym z teorii plastycznodci, np.: 1) zalozeniu zgodnod$ci kierun-
kéw giéwnych odksztalceri i naprgzer lub 2) zalozeniu zwiazku
migedzy intensywno$cia odksztalcen i naprezen lub 3) zalozeniu
niedcisliwosci, .

Dla materieaidw typu stali niskowgglowej bliskie rzeczywis=
tosci i proste w zastosowaniu jest zalozenie, Ze wazna jest hi=-
poteza o zwigzku miedzy maksymalnym odksztalceniem katowym
a maksymalnym naprezeniem stycznym, czyli hipoteza Treski [82].

Propagacje¢ frontéw plastycznych w belkach zginanych badal
Pindera [55] za pomoca metody kruchych pokry¢, Badania nie po=-
twierdzily teoretycznych wymiaréw i ksztaitéw stref plastycznych.
Rozbieznosci ttumaczono znacznym wpiywem naprgzen wiasnych oraz
niejednorodnoscia materiaiu, mimo Ze nie okreslono wartosci na-
prezen w przekrojach belki,

Dotychczasowe badania eksperymentalne interakcji zginania
i scinania oparte byly na analizie procesu przemieszczen belek
0 znanym stosunku si} O:M w przekroju krytycznym, HNa rys, 2
zestawiono oszacowang@ w doswiadczeniach zaleznos¢ wzglednego
momentu plastycznego M/M w funkcji smuklodéci belki 1l:H. Smuk=-
10sC belki mozna interpretowacC jako stosunek M:0 we wsporniku
lub belce swobodnie podpartej obciazonej sita skupiong,

Przedstawione na rys, 2 wyniki dotycza badan do‘wiadczal-
nych prowadzonych na stalowych belkach normalizowanych lub
z napregZzeniami walcowniczymi i spawalniczymi [27, 7]. Ekspery=-
menty prowadzono na dwuteownikach normalnych i szerokostopowych,
belkach spawanych lub walcowanych. Zréznicowane byty warunki
badan: obciazenie, podparcie, prowadzenie boczne belek, predkosc
obcigzania. RézZny byt réwniez sposéb oceny nosnosci plastycznej.
Wptyw poszczegélnych czynnikéw na wyniki dodwiadczenl trudno oce=
ni¢ ze wzgledu na brak podstawowych informacji o przeprowadzo-
nych badaniach w wigkszosci cytowanych prac.

Za eksperymentaln@ no$no<¢ uznawano z requily takie obcig=-
Zzenie, przy ktérym nie bylo stabilizacji przemieszczen, Kry-
terium to nie jest $cisle sprecyzowane w warunkach eksperymentu
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Rys., 2, Badania doswiadczalne nad wptywem smuklodci belki

1/H na wzgledny moment plastyczny M/M

z teoria

)

)

i pordwnanie

Teoretyczny moment plastyczny M=l.R jeost szacowany na

podstawie pomiaréw geometrycznych przekroju oraz granicy

plastycznosci materiatu z jednoosiowego rozciggania.



i umozliwia subiektywna interprotacje¢. Niewatpliwie lepsza jest
metoda stycznej™, opisana miedzy innymi w pracach [16, 61], lub
metoda ekstreméw wariancji przemieszczenia""] [11]).

Nawarstwienie si¢ wplywéw systematycznych oraz losowych
powoduje znaczny rozrzut wynikéw badan eksperymentalnych.

W cytowanych pracach ocenia si¢ generalnie nos$nosc gra-
niczng belki zginanej poprzecznie jako mniejsz& od noénosci
plastycznej belki poddanej czystemu zginaniu, Objawia sig¢ to
szczegélnie dla belek bardzo krétkich, wystepujacych w praktyce
przewaznie w postaci wspornikdw,

W celu pordéwnania teorii z eksperymentami, na rys. 2 nanie=-
siono krzywe teoretyczne, Linia grub@ oznaczono krzywa dotyczaca
przekroju prostokgatnego, natomiast linia cienka szerokostopoﬁego
dwuteownika, Krzywe uzyskai teoretycznie Reckling [69] przy za-
stosowaniu prawa plyniecia Hubera-Misesa-Hencky (HMH) .

Zmniejszenie nosnosci plastycznej belki na skutek dzialania
sii stycznych jest tym wig¢ksze im ksztait przekroju odbiega bar-
dziej od prostokata a hpodabnia si¢ do idealnego dwuteownika,.
Ksztait przekroju ma jednak niewielki wpiyw na no$nosc belek
o smukiosciach 1l:H > 4, a jednoczesnie wpiyw sil stycznych jest
maly,

Na rys, 2 linia przerywan@ oznaczono zaleznosc teoretyczna
l:H == m dla przekroju prostokatnego, obliczona przy uzyciu pra-
wa plastycznosci Treski-Guesta (TG). Poréwnanie tej krzywej
z odpowiadajaca krzYwa[HNH)wskaque na praktycznie nieistotna
réznice nosnosci belek.

Wobec malego wpiywu napregzen stycznych na no$nosc diugich
belek,autorzy [32, 57] postuluj@ uniwersalne zastosowanie krzywej

- ) W metodzie stycznej przyjmuje sig¢, Ze graniczne obciazZenie
plastyczne odpowiada punktowi przecic¢cia dwéch prostych na
sciezce rdéwnowagi obciazenie P-== przemieszczenie Y, Jedna
prosta jest styczna do nieliniowej czgdéci dciezki réwnowagi
wystawiong w punkcie 3Yg, gdzie Ye jest skiadovia sprezysta
ugigecia, Druga prosta jest przediuzeniem liniowej, sprg¢Zys-
tej czesci sciezki réwnowagi.

#x) Metoda ekstremum wariancji przcmieszczenia wykorzystywana
jest w badaniach statystycznych scrii konstrukcji.Graniczng
nosnosc¢ plastyczna szacuje sip jako obciazenie odpowiadaja-
ce n=temu maksimum rozproszenia przemieszczenia sprawczego,
Wielko$c n jest liczebnoscig minimalnego zbioru krytycznego
elementéw konstrukcji,



plastycznej otrzymanej dla belki wspornikowej. Fakt ten znaj-
duje odzwierciedlenie w przepisach normalizacyjnych niektérych
krajéw, miedzy innymi Wielkiej Brytanii [14], Republiki Fede=-
ralnej Niemiec [70] i Czechosiowacji [21].

Préby praktycznego uwzglg¢dnienia zmniejszenia nosnosci
plastycznej belek na skutek dziatania sit stycznych czynione
byty w ostatnich latach réwniez w Polsce: w 1980 roku przez
tubingkiego i Gizejowskiego [49) i w 1985 r.przez Merunowicza
i Strzeleckiego [52].

W podsumowaniu stanu wiedzy na temat wpiywu sit stycznych
na graniczng no$no$c plastyczng@ belek, mozna sformulowaC naste=-
puj@ce wnioski:

1, W literaturze brak obiektywnego oszacowania wpiywu losowych
wiadciwosci materialu i konstrukcji na graniczn@ nod$nosc
plastyczna belek zginanych poprzecznie.

2. Z analizy przedstawionych w literaturze hipotez rozkiadu na-
prezen wynika, Zze opisu skadowych napreZenia w czgSciowo
uplastycznionym przekroju poszukiwac nalezy w zbiorze hipoL
tez jedra sprezystego,

-,

3. W zwigzku z tym, Ze wyniki dotychczasowych doéwiadczalnych
badan przedstawionych na rys. 2 maja duzy rozrzut, nie moga
one stanowiC podstawy do wyboru hipotezy rozkladu naprezen
i krzywej interakcji,

4, Pomiary fotomechaniczne umozliwiaj@ badanie propagacji fron-
téow plastycznych oraz szacowanie granicznej nosnosci plaesty-
cznej elementéw konstrukcyjnych.

5. Brak jest uniwersalnej metody rozdzielania naprezen tylko
z obrazéw izochrom w obszarach plastycznych i sprezystych.

6. Nie przeprowadzono dotychczas udanej-préby doswiadczalnej
weryfikacji rozkiadu naprgzen w przekroju belki zginanej
i scinanej w obszarze sprg¢zysto-plastycznym,

7. OUszacowanie granicznej no$nosci plastycznej na podstawie ba-
dan fotomechanicznych umozliwi weryfikacj¢ posrednich metod
szacowania nosnosci plastycznej na podstawie procesu prze=-
mieszczen,



1.2. Stan wiedzy na temat wpiywu sil stycznych na przemieszcze-
nia belek sprgzysto-plastycznych

Wpiyw naprezen stycznych na przemieszczenia sprgZzysto-
~plastycznych belek jest skapo naswietlony w literaturze Swiato=-
wej,

Nie zaprogramowano dotychczas i nie przeprowadzono ekspery=-
mentu zmierzajgcego do odseparowania wplywu siX stycznych na
prze-mieszczenia belek sprezysto-plastycznych nawet w ujeciu
deterministycznym,

Natrafiono tylko na jedna prace tcoretyczna, w ktérej
uwzgledniono wptyw odksztalcen postaciowych na deterministyczne
ugig¢cie belki sprezysto-plastycznej. Pracg przedstawila
Rachimbekova [66] w roku 1980, Zastosowala analityczna, itera-
cyjna metod¢ rozwigzan sprezystych Iljuéina do caikowania zgi¢~
tej osi belki ze sztywnoscia zmniejszona przez sity styczne.
Otrzymata skomplikowane, przybliZzone formuty, dotyczace tylko
belki swobodnie podpartej poddanej dzialaniu ciagleqo obciaze-~
nia poprzecznego lub skupionej sity, Wynika z nich, 2e sily
styczne znacznie zwig¢kszaj@ ugig¢cia analizowanego ustroju w ob=-
szarze pozasprezystym,

Kilkuset autoréw analizowalo nieliniowe fizycznie tarcze
lub powioki metoda elementédw skonczonych, Istnieje przekonanie,
2e metoda elementéw skoriczonych moze zastapi¢ modelowe badanié
eksperymentalne, Jednakze kosztownos$¢ metody, ogranicza jej sto=-
sowanie zasadniczo do celéw poznawczych.

Nie natrafiono na préby zastosowania metody elementéw skof=
czonych do analizy przemieszczen, propagacji frontéw plastycz=-
nych czy granicznej nosnosci plastycznej elementu zginanego po-
przecznie z punktu widzenia wpiywu sit stycznych,

Wydaje sig¢, Ze powodem tego jest przybliZzony charakter rozwia=-
zan, nie pozwalajacy na wyciaganie precyzyjnych wnioskéw odnos=-
nie wpiywu sil stycznych,
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W innych pracach pomijano wpiyw sit stycznych na sily
przekrojowe i przémiaszczenia belek sprezysto-plastycznych.

W pracach wskazanych w (41, 54)] wykazano znaczny wpiyw skoliczo=
nych stref plastycznych na przemieszczenia belek poddanych pro=
stemu zginaniu, Efektywne algorytmy, uwzgle¢dniajgce rozszerza-
nie si¢ obszaréw plastycznych, uzyskano tylko dla szacowania
przemieszczen w granicznym stanie plastycznym,

Istniejace algorytmy numeryczne [12] umozliwiaja obliczenie
sit przekrojowych i przemieszczenn w statycznie niewyznaczalnych
pregtowych ustrojach belkowych przy wielu upraszczajgcych zalo=-
zeniach, Gidéwnym zalozeniem jest pominigecie wpiywu siit stycznych
i przyjecie zastepczego przekroju idealnego. Pierwisze uplastycz=-
nienie w przekroju zastgpczym traktuje si¢ jednoczedsnie jako
uplastycznienie calikowite., Sprowadza si¢ to do klasycznej metody
punktowych przegubéw plastycznych, w ktérej schemat statyczny
ustroju zmienia sig¢ skokowo wraz z pojawieniem sig¢ kolejnych
przegubéw, Uwzglednienie zmiennos$ci sztywnosci ustroju jest
podstawowym problemem w standardowych procedurach numerycznych,

Zasada kolejnego tworzenia si¢ peinych przegubéw plastycz=
nych w konstrukcjach sprezysto=-plastycznych jest szeroko roz-
przestrzeniona w literaturze. Tymczasem L’Hermite [47] Jjuz
w roku 1942 na drodze ogélnych rozwazan tecoretycznych pokazat,
Ze w granicznym stanie plastycznym konstrukcji wykonanej z ma=
teriaiu Prandtla ~ przeguby plastyczne powstaj@ jcdnoczesnie.

W pracy [55] podjeto prébe uzasadnicnia jednoczesnosci
powistawania przegubdéw plastycznych w zastogsowaniach teorii
plastycznosci do obliczen inzynierskich, Rozwazania prowadzono
na belkach obcigzonych sitami skupionymi przy pominigciu napreg=-
zen stycznych, W p, 18,1 niniejszej pracy autor pokazal, ze
rozwazania te s@ niescisie, Réwniez niedciste sa wyniki obli-
czen numerycznych przeprowadzonych w pracy [52].

Losowe parametry procesu stochastycznego przemieszczen ée-
lek sprezysto-plastycznych szacowano teoretycznie tylko w pra=-
cach autora i tylko bez uwzglednienia sit stycznych. Stosowano
metode linearyzacji [41] lub transformacji [19) w stosunku do
kilku belek prostych. Pokazano, Ze przemieszczenia sprgzysto=-



-plastycznych belek poddanych prostemu zginaniu cechuje rozrzut

losowy kilkakrotnie przekraczajgcy rozproszenie granicy plas=-

tycznosci.

Rozwiazania teoretyczne potwierdzily fakt zaobserwowany

w eksperymentach przez Kowala i zespdi [11]). Stwierdzono, ze

przebudowie struktury wewngtrznej materiatu konstrukcji towa-

rzyszy znaczne zwig¢kszenie rozproszenia przemieszczen,

W podsumowaniu stanu wiedzy na temat szacowania przemiesz-

czen belek sprgzysto-plastycznych nalezy stwierdzic, Ze:

1.

Dotychczas nie okreslono do¢wiadczalnie deterministycznego
procesu przemieszczen belek z odseparowaniem wpilywu sik
stycznych,

W literaturze nie rozpatrzono teoretycznie wpiywu losowych
wlasciwosci materiaiu i konstrukcji na przemieszczenia sprg=-
zysto-plastycznych belek zginanych z udziatem sil poprzecz=-
nych, Stochastyczny proces przemieszczen bez uwzglgdnienia
sit stycznych okreslono teoretycznie tylko dla kilku belek
statycznie wyznaczalnych,

W celu prawidlowego oszacowania realizacji przemieszczen
nalezy uwzglednic skonczony zasigg stref plastycznych oraz
sily styczne, Dotyczy to réwniez szacowania sit przekrojo-
wych w belkach statycznie niewyznaczalnych,

Niedoskonaly jest model matematyczny realizacji belki wykona=-
nej z materiatu Prandtla, w ktérym przyjeto dzialanie tylko
naprezen normalnych oraz male przemieszczenia i odksztalcenia.
W stanie granicznym nos$nosci belki obcigZzonej silami skupio=-
nymi wystepuja skoriczone ugigcia [32, 60, 72, 54],a pektne
przeguby plastyczne powstaj@ w kolejnosci poczatkéw uplasty=
czniania przekrojéw, Jest to niespéjne z definicja mechanizmu
plastycznego. Zjawisko powyZzsze nazwicmy paradoksem belek
idealnie sprgzysto-plastycznych,

Istniej@ce teoretyczne metody umozliwiaj@ szacowanie determi-
nistycznych przemieszczen belek statycznie niewyznaczalnych
z uwzglednieniem skonczonych stref plastycznych tylko w gra=-
nicznym stanie plastycznym., Oszacowania te obarczone s2 bleg-
dem wynikajacym z paradoksu belek idealnie sprgzysto-plasty-

cznych (wniosek 4). ;
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W literaturze nie ma przykitadu, w ktérym oszacowanoby proces
przemieszczen sprgzysto-plastycznej belki statycznie niewy-
znaczalnej przy uwzglednieniu skonczonych stref plastycznych,
Dotyczy to nawet belki obciazonej tylko momentami zginajgcymi.

Brak jest ogélnej teoretycznej metody obliczania belek spﬁe-
zysto=plastycznych, uwzgledniajacej ciagia zmiang sztywnosci,
Istniejace metody nie umozliwiaja takich obliczen, bo:

a) catkowanie réwnania rézniczkowego osi sprezysto-plastycznej
belki w ogélnym przypadku (np. w przypadku statycznie nie=-
wyznaczalnych belek) jest trudne do realizacji nawet przy
uzyciu iteracyjnych metod numerycznych,

b) w istniejgcych algorytmach numerycznych dokonano wielu
uproszczen nie'pozwalaj@cych na taka adaptacj¢ tych proce-
dur,aby uwzglednic¢ skoficzone strefy plastyczne.

NaleZzy poszukiwaC metody szacowania przemieszczen sprgzysto=
-plastycznych belek, w ktérej uwigl@dnione beda postulaty
wniosku 3. Opracowanie takiej metody umozliwi okre:sflenie noé=-
nosci konstrukcji ze wzgledu na ograniczenie przemieszczen,



2. Tezy pracy wynikajg@ce ze stanu wiedzy

Dotychczasowy stan wiedzy na temat wpiywu sil stycznych
na przemieszczenia i nosnosc belek poprzecznie zginanych a takze
stan wiedzy na temat stochastycznej mechaniki zniszczenia kon-
strukcji daje przestanki do sformulowania nastg¢pujacych tez,
ktére udowodniono w teks$cie pracy:

1. Przemieszczenia i nos$nosc belek poprzecznie zginanych nalezy

szacowaC z uwzglednieniem losowych wtasciwosci materiatu
i konstrukcji,

2. Przemieszczenia sprezysto~-plastycznych belek sa istotnie
zwig¢kszane przez naprgzenia styczne, -

3. Na skutek redystrybucji si%t stycznych wystg¢puje jednoczesnosc
tworzenia si¢ peinych przegubéw plastycznych w chwili plas=-
tycznego zniszczenia belki wykonanej z materiaitu Prandtla.

W pracy sformuiowano i udowodniono ponadto szereg tez
nie wynikajacych ze stanu wiedzy,a istotnych dla teorii nosnosci
granicznej belek poprzecznie zginanych a takZe istotnych dla
praktyki projektowej i normalizacyjnej.
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3. Przedmiot oraz cel wlasnych badan doswiadczalnych

i teoretycznych

Generalnym celem prowadzonych przez autora badan ekspe-
rymentalnych byio okreslenie teoretyczneqo modelu elementu
sprgzysto-plastycznego, przydatnego do wyznaczania sciezek
réwnowagi sprezysto-plastycznych belek zginanych poprzecznie
oraz oszacowania nosnosci granicznej belek,

Przeprowadzono badania fotomechaniczne, ktére umozliwily
okreslenie: ksztaitéw, wymiaréw i propagacji stref plastycz-'
nych, rzeczywistego rozkiadu naprg¢zen w belkach, mechanizmu
zniszczenia oraz granicznej nosnosci sprgzystej i plastycznej.
Badania umozliwily ponadto: oszacowanie interakcji zginania
i écinania w obszarze plastycznym; ustalenie kryteriéw szaco=-
wania granicznej nos$nosci plastycznej belek zginanych na pod-
stawie procesu stochastycznego przemieszczen; okreslenie
losowego procesu przemieszczen oraz procesu sil przekrojowy%h
w belkach statycznie niewyznaczalnych z uwzglednieniem losowe]
sprezystosci podpér,

Wymienione zagadnienia maja znaczenie podstawowe przy bu=
dowie teoretycznych algorytméw, stuzacych do rozwigzywania
sprezysto=-plastycznych ukladéw elementéw belkowych. Tymczasem
znane z literatury badania doswiadczalne z reguly nie porusza=-
ja tych zagadnien, Badania dotychczasowe dotyczyly zasadniczo
interakcji zginania i $cinania,a ich ograniczone przydatnosc
do zastosowan oméwiono w P. 1 niniejszej pracy.

Celem badan teoretycznych byla ocena przydatnoici zastgp-
czego elementu sprgzysto-plastycznego do szacowania przemiecsze-
czen oraz nos$nosci granicznej belek zginanych z udzialem sil
stycznych., Opracowanie metody teoretycznej uwzgledniajgcej
wpiyw sil stycznych na stan belek umozliwilo odseparowanie
i oceng¢ tego wpiywu na losowa nosnos¢ belek rzeczywistych
z warunku ograniczenia przemieszczen (stan graniczny uzytko-
wania) i z warunku zniszczenia plastycznego (stan graniczny
nosnosci plastycznej).
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4, Opis eksperymentalnych badan modeli belck

na poprzeczne zginanie
4,1, Przygotowanie modeli i stanowiska badawviczego.

Badania doswiadczalne na zginanie poprzeczne przeprowa=
dzono na belkach o nominalnym przekroju prostokatnym 40 mm x
20 mm, uzyskanych przez obrébke¢ skrawaniem handlowych ptaskow-
nikéw stalowych €2 45x25, '

Obrébka skrawaniem usunig¢to wpiyw powierzchniowego zgnio=-
tu walcowniczego,a jednoczesnic przygotowano powierzchnic pod
optycznie czula warstwg¢ powiorzchniow@, Pozostaly rdzen nie
po@dawano dodatkowej obrébce cieplnej.

Tab, 2. Asortyment badanych belek

Schemat 2 [ 3 2 I |

1 »BL 3 g%?
statyczny Rz A - [ b
Symbol serii A B3 C D % B F G H
Stosunek L/II I 6 3] 10 12 6 3 10
Il.szt.serii 6) 6 6 6 6 5 5 5
Nom, dxugosc| 160 | 240 | 320 | 400 | 400 | 200 | 320 |400

L (mm]

przekrd j|40,03| 40,03 (40,01 {/:0,01|40,01]/0,00|40,01| 40,00
1 £0,02(20,03|+0,02{+0,02|£0,02| 0,02 |£0,02|+0,02

przekrs 3 |40,03| 40,04 [40,00(40,01|40,00{ 40,00{ H0,00| 40,00
2 +0,03| 0,01 [$0,03|+0,02|t0,01| 0,01 | +0,02|10,02

przekrd j|/0,02|40,03|40,02|40,00|40,02| 40,00|40,00| 40,01
3 |t0,02|$0,03|+0,02|*0,02|+0,02|£0,01|+0,02| 0,01

po diu-|40,03|40,03|40,01|40,01(40,01|40,00|/0,00(40,00
godci [+0,02{$0,03(t0,03[+0,02|+0,0°|+0,01| 0. 02| +0. 00

przekré3[20,01|20,05[19,92(20,00[20,00[19,93[20,00[20, 00
1 +0,03|*0,02|+0,01|+0,02|+0,02| +0,05|+0,01|+0,01

przekr$ §|20,00(20,05(19,99(20,00{20,01]19,93/20,01|19,97
2 0,02 +0,01|+0,01 [+0,02| +0.01| +0 0n | +0 01| £0 , 01

przckrd j [20,02|20,04(20,00|20,00(20,00|19,22(20,01|20,00
3  [t0,03|%0,02(#0,01 (20,01 [0,02|£0,05|%0,00(+0,07

po dlu-[20,01[20,03119,92(20,00|20,00[19,93]|20,01|20,00

- P~

godici [t0,03|%0,C2|20,01|20,02(20,02[£0,05]20,01| 20,00
°) XtaX - drednia i odchyleni» st niInpidnwa w pribie obli-
crrone na padastowie H poambtoriy mikromierzem o
dokXadroici 0,01 mm dla knfders prrekroju kaz-
ded belkdi.

wysokoscé H

b

Wyniary orzekroju [mz]')

szercksi




Badaniom poddano

{
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!

5 serii po 6 belek Jednoprz¢stowych

©0 stosunku diugodci prz¢sta do wysoko<ci przekroju L:H=4, 6,

8, 10, 12, 0oznaczonych jako seria A,B,C,D,E (tab,
3 serie po 5 belek dwuprzg¢siowych o smuklosci L:t=6, 8

oznaczonych jako seria F,G,H,
skupiong w s$rodku przgsia,

2)

oraz
. 10,

Belki obciazano Jedna sila
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Rys. 3. Trend 6; i rozproszenie V B
rownowagi préb $Sciskanych

1 rozcinganych (linie ciyp¥e)

statycznej dciezki
(linie przerywane)



Przeprowadzono badania préb stali na rozcigganie i éciaka-
nie z automatycznym przetwarzaniem wynikdéw pomiaru. Wykorzystano
opracowane przez autora, komputerowe programy pomiarowe
«PRASA1’LCH" i ,PRASA2’'LCH", dostosowane do pracy w zintegrowa-
nym systemie pomiarowym SOLARTRON z minikomputerem PDP-11/04.
Oszacowano statyczne $ciezki réwnowagi (E,, 6 )z wyelimingwa-
niem wpiywu prgdkosci odksztaicen, Wyniki pomiardw przedstawio-
no na rys, 3 i w tab, 3.

Tab, 3. Wybrane parametry statycznych Sciezek réwnowagi préb

$ciskanych i rozciaganych (rys. 3.)
rozcigganie sciskanie
+ + + + + - = - S -
EO RH Rg Rd Eg Eg_ Fﬁi Rg_de Eg
[GPal [MPal [°%/00 ]| [GFa] IMPa] (%700}

X | 2237| 224,32953|2800| 1,48 | 2297 [2801]291,6|276,3| 1,34

Vy {0,023/0035/0,077|0,079|0,080{0,041]|0058|0,060{0,079{0,070

Zidentyfikowano stal jako niskowgglowa grupy St3 o diugim przy=-
stanku plastycznym oraz o nieznacznych réznicach na rozciaganie
i éciskanie, Srednie z rozciagania i “ciskania paramectry ocze-
kiwanych statycznych sciezek réwnowagi wynosza: spre¢zysty modut
Younga E,=226,7 GPa, gdérna granica plastyczno<ci Rg=293,5 liPa,
dolna granica plastycznosci Ry=278,2 liPa, graniczne odksztalce=-
nie sprgzyste €g=1,41%o,sprQ2ysty wspbiczynnik Foissona
Vo=0,288.
Speiniono warunek konieczny, aby rozkiad statystyczny

cech mechanicznych z préby przeznaczonej do badann materiatowych
byt rozkiadem z préby materiaiu modeli belek. llianowicie $ciez-
ki réwnowagi przy rozcigganiu i dciskaniu okreslono dla prébek
wycigtych ze wszystkich trzymetrowych handlowych odcinkéw plas-
kownikéw, Jednoczesnie zadbano o to, aby kazdy model pochodzii
z innego odcinka handlowego.

Rozmieszczenie czujnikéw i przyrzadéw pomiarowych na bada=-
nych modelach pokazano na rys, 4,

Na krawgdzi gérnej i dolnej belki klejono po 10 tensome=-
tréow, Zastosowano tensometry podiuzne T1 i poprzeczne T2 typu
RL 120 o bazie 10 mm, Przemieszczenia micrzono za pomoca



mechanicznych czujnikéw zegarowych Z1 o dokiadnosci 0,001 mm
(osiadania podpér) oraz czujnikéw zegarowych Z2 o doltadnodci
0,01 mm (pod sita 1 w przesle). Niezaleznie od tego,do pomiaru
przemieszczenia osi belki pod sita obcigzajacg zastosowano in=-
dukcyjny czujnik przemieszczen FR typu PR14/20 firmy PHILIPS,
Catkowita sil¢ obcigzajaca mierzono uktadem czterech silomie-
rzy CT1 typu CT 2,5 t, natomiast reakcje¢ hiperstatyczng silo-
mierzem CT2 typu 1 t produkcji wggierskiej.

Na rys, 4 kratkowaniem oznaczono optycznic czynn@ warstwg
powierzchniowa WO, wylewana na poXowie Sciany bocznej belki,
W serii belek A warstw@ optyczn@ pokryto catg powierzchnig
boczne belek,

CT2 cm Z1

T@ T1—~g,_ T x@/rz AI 4 wo Q;’)
ie=tmEr o)
—— q i

‘ I ai o N
b) | AT 2
L/6{L/6[L/6[L/6 /2 "7 L J

N 5/4L
| ; L AR, L -
PR
L T1—\ II——IT‘I—i /-T2 F,'/

| ! ﬁ ﬁ & %. ata
T H—-———-—_-——\.;-{D—___

Rys, 4, Rozmieszczenie czujnikéw na modelach: a) jednoprzesio-
wych (seria A=E), b)) dwuprzesiowych (seria F=H)

= S
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Duzg dokladnos¢ pomiaru sily oraz przemieszczenia uzys=-
kano przez wielokrotne w okresie badan skalowanie czujnikéw
napigciowych, Do wyznaczania stalej czujnikéw uzywano, opraco-
wanej przez autora, procedury komputerowej .STALA’LCH". Pomia-
ry sygnatu napigciowego, wykonywane w systemie SOLARTRON, po-
réwnywano ze wskazaniami przyrzadu skalujgcego. Automatycznie
obliczane stale czujnika podlegaly obrébce statystycznej, a cwen-
tualna nieliniow@ charakterystyke interpolowano wielomianow?
krzyw@ regresji. Uzywano wielomiandéw potegowych lub wielomianéw
Czebyszewa stopnia nie wig¢kszego od 30, Jakos¢ interpolacji
mierzono wspéiczynnikiem regresji oraz odchyleniem standardowym
krzywej regresji od wynikéw empirycznych,

T \

Rys. 5. Stanowisko do badan belek jednoprz¢stowych (seria A-E )

Obcigzenie skalujace sitomierze CT recalizowano w zakresie
0-1 t, Uzywano normalizowanych odwaznikéw. Zaleznodclwyjséciowe
napigcie = obcigzenie byla praktycznie liniowa. Jednakze staile
poszczegdlnych sitomierzy byty zrdéZnicowane, mimo tego samego
typu czujnikéw, Proces skalowania pozwolii na pomiar silty z do=-
ktadnoscia I 0,01 kN,

Specjalne stanowisko, skonstruowane do skalowania czujnika
przemieszczen, pozwolilo na uzyskanie dokladnodci skalowania

¥ 0,005 mm, Ograniczenie dokladnosci skalowania bylo wymuszone
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Rys. 6. Stanowisko do badan belek dwuprzgstowych (seria F=H):
a) widok z przodu, b) widok z tyku
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przez przyrzgad skalujacy = srubg mikromctryczng, Charakterysty=
ka czujnika byia nieliniowa. Interpolowano ja wielomianami po-
tegowymi, ktérych wspdiczynniki stanowily dane do komputerowego
programu pomiaru odksztatcenn i przemieszczenn belek zginanych
oraz wstgpnego ich przetworzenia (patrz p. 4.3 pracy),

Belki jednoprzesiowe Il ustawiano na specjalnej podporze S1
(rys. 5). Watki podporowe o $rednicy 10 mm mo#na bylo ro:zsuwac
na #adana odleglosc. Obciezenie wywierane stemplem maszyny wy=
trzymalosciowej VW typu ZD-20 mierzono za posrednictwem silomie-
rzy CT1, Podzialka na zegarze maszyny wytrzymato‘ciownj stuzyla
jedynie do orientacyjnego ustawienia obcigzenia,

Podpor¢ belek dwuprz¢stowych 52 (rys. G) stanowila odpowicd-
nio adaptowana podpora, stosowana w konwencjonalnych prébach
udarnoséciowych, Adaptacja polegata na umocowaniu dodatkowego
punktu podparcia belki w postaci sitomierza CT2 (rys. 6a) oraz
umocowaniu czujnika indukcyjnego FR (rys. 6b).

4,2, Przygotowanie warstw optycznie czynnych i aparatura pomiaro=-
wa w badaniach fotomechanicznych

Powierzchnie badanych ptaskownikéw obrobione byly frezowa-
niem i szlifowaniem do stosunkowo maiej chropowatodéci ze $rednim
odchyleniem profilu R,=0,32 um, Sciana boczna badanych ptaskow=
nikéw wymagaia wigc zmatowienia, po to aby zapobiec odblaskom
swiatia w trakcie badania, Dokonano tego przcz przetarcie po=-
wierzchni piaskownikéw drobnoziarnistym piétnem $ciernym,

Warstwg fotomechaniczng odlewano z kompozytu na bazie Zywi-
cy epoksydowej Epidian 5 z dodatkiem styrenu jako plastyfikatora
i utwardzacza Tecza, biorac wagowo na 100, Zywicy - 4.} styrenu
i 12); utwardzacza. Przygotowanie kompozytu wraz = obrébka ter=-
miczng i odpowietrzaniem przeprowadzono zgodnie z instrukcj@[SSL

Dno formy wykonano z wypoziomowanej piyty szklanej. Ma war-
stwg oddzielajacg zastosowano gruba foli¢ z Estrafolu., Boki for-
my ksztaltowano z plasteliny. o starannym wymieszaniu, wylewano
kompozyt do formy, przestrzegajgc reZzimu czasowego. Urobne/pg-
cherzyki usuwano tuz po wylaniu za pomoc@ grubej igly. Goérna po=-

wierzchni¢ formy stanowila zmatowiona, oczyszcronn acetonem



i wysuszona powierzchnia badanego elementu, lModel bardzo
ostroznie opuszczano na wylany kompozyt.

Jednakowa grubosc warstwy:2 mm uzyskano przez oparcie
prébki na odpowiednio dobranych piytach szklanych., Utwardzanie
zywicy prowadzono w temperaturze pokojowej przez okolo 36 go-
dzin,

Obrébke mechaniczna (obcigcie i wyrdéwnanie brzegéw piytki)
wykonano rgcznie, tak aby warstwa optycznie czynna nie wykazy=-
wata wstepnych naprgezen, powstatych wskutek skrawania.

Metoda bezposredniego odlewania warstwy optycznie czynne]j
na prébce pozwolita uniknac¢ kkopotliwego klejenia i pozwolila
jednoczesnie dostatecznie silnie zwiaza¢ warstwg¢ z podlozem,

W badaniach uzyto przenosnego polaryskopu odblaskowego,
pokazanego na rys, 7.

. 3 e
aa ?

Rys, 7. Widok polaryskopu uzytego w badaniach

Polaryzator P oraz analizator A ustawiano tak, aby $wiatlo
spolaryzowac kolowo, przez co w warstwie optycznie czynnej
uzyskiwano obrazy izochrom,

Na zZrédio swiatia g zastosowano zarowke wolframowo-haloge-
now@ o mocy 150 W, Do rejestracji izochrom uzyto aparatu foto=-
graficznego K typu Praktica LLC z teleobiektywem, Stosowano
standardowe biony fotograficzne OR\O NP22, a czas naswietlenia



nie przekraczal kilku sekund. W trakcie wykonywania zdjec
czarno~biatych na obiektyw F kamery nakladano filtr interfe-
rencyjny dla uzyskania $éwiatla monochromatycznego A =447 nm.

4.3, Algorytm pomiaréw odksztaXcen i przemieszczen belek spre-
zysto=plastycznych oraz obrébki wynikéw z wykorzystaniem EMC

J
Pomiary wielko$ci mechanicznych dotyczyly: przemieszczen,

odksztatceh oraz si}., Nalezalo opracowa¢ metodg, ktéra umozli=-
wiataby jednoczesny odczyt stanu réznych wielkosci w trakcie
niestatecznego zachowania si¢ elementu (ptyniecia calej belki
lub tylko niektérych jej obszardw).

Zagadnienie jednoczesnos$ci pomiardéw rozwigzano przy uzyciu
EMC., Komputerowy proces pomiaréw stosowano w odniesieniu do czuj~-
nikéw o wyjsciu napieciowym., Zegarowe czujniki przemieszczen
stosowano tylko do zwielokrotnienia wiadomoéci o badanych mode=-
lach,

Wykorzystano zintegrowany system pomiarowy SOLARTRON, poka=-
zany na rys, 8,

Rys. 8. Zintegrowany system pomiarowy SOLARTRON

Pomiary statyczne odksztaXcen na kilkudziesigciu kanatach ten-
sometrycznych dokonywano w ciagu paru sekund, natomiast na ka=-
natach napigeciowych w ciggu dziesiatych czg¢sci sekundy, System

umozliwiX pomiar czasu z dokiadnoscia do 0,1 s,
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Na rys. 9 pokazano schemat blokowy, opracowanego przez
autora, programu ,GRAZKA'LCH", Program stuzy} do pomiaru obcig-
zen P, na n, siomierzach, odksztalcen Ei_na e
oraz przemieszczenia Y czujnikiem przemieszczen, Na danym po=

ziomie obcigzenia wykonywano trzy pomiary co At=20,0 X 0,1 s.

tensometrach

START

|

DANE

geometria badanej realizacji H,b,L,
tensometry, )

czujnik przemieszczen,

sifomierze

|
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Rys. 9. Schemat blokowy programu .GRAZKA’LCH"

Na podstawie bezpodrednich wynikow pomiardw okreslano: caiko-
wit@ silg¢ obcigzajaca model P, empiryczny modu} odksztaical-
nosci belki Eg oraz wspéiczynniki odksztaicalno“ci poprzecz-

ej V
nej -
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Rys. 10. Schemat blokowy programu .STATYS51’LCH" do opracowania
wynikéw pomiaru wielowymiaroweno procesu stochastycz=-
nego



A Opracowanie wynikdéw pomiaru stanu belek przeprowadzono

w oparciu o program ,STATYS1LCH" (rys. 10). ldeca zastosowania
programu wynikia z braku mozliwodci realizacji dyskretnego ob-
ciazenia na présie wytrzymatosciowej. Rzeczywiste obciazZenie
mierzone siiomierzami réznilo si¢ od nominalnego, ustawianego
na prasie, Dla poréwnania wynikéw badan belek z jednej serii
konieczna wig¢c byta interpolacja mi¢dzy punktami pomiarowymi,
Zastosowano interpolacj¢ realizacji danej wielkosci funkcjami
sklejanymi (procedura SPLIN1), \/tedy zdecydowano si¢ na dalsza
numeryczng obrébke statystyczna przekrojéw procesu dla ustalo=-
nego obcigzenia. Odpowiedz belki potraktowano jako wielowymia=-
rowy proces stochastyczny, w ktérym argumentami losowymi Y4
byty:przemieszczenie oraz odksztaicenia belki w czterech punk=-
tach, natomiast parametrcm nielosowym - obciazenie. Przecwidzia-

no mozliwo$C interpolacji trenddéw proceséw brzegowych wiclomia-

nami ortogonalnymi na zbiorze punktéw., Wyrazy aproksymacji
uwzgledniane s@ tak diugo, dopdki powoduja statystycznie istot=-
ne (okreslonc testami F-Snedecora) zmniejszenie zmiennosci
punktéw empirycznych wzgledem krzywej regresji.

Program ,STATYS1’LCH" moZzna stosowac do obrébki wynikéw
pomiardéw dowolnych wielkosci.



5. Systcematyczne bi¢dy pomiardw

5.1. Obliczenie zaburzen czasowo-brzegowych oraz stalej
pokrycia optycznie czynnego

Przedstawione w literaturze metody okreslania staiej pokry=
cia optycznie czynnego [23] dostosowanc sa do cechowania pokry=-
cia pojedynczego modelu lub milczgco zakladaja niezmiennos$c¢ tej
stalej dla kilku modeli. Tymczasem w przcprowadzonym eksperymen-
cie zaobserwowano, ze stala pokrycia ma inng wartodc¢ dla kazdego
badanego modelu, mimo iz pokrycie wykonywane bylo w analogicz=-
nych warunkach, Stwierdzono wi¢c konieczno“cC okredlania stalej
bezposrednio na badanym elemencie réwnolegle z pomiarami zasad=-
niczymi,

Widocznena rys. 12 i 13(p. 6 pracy) réznice izochrom na
gérnej i dolnej krawgdzi belki wynikaja przede wszystkim z efek=-
tu czasowo~brzegowego. Pochodzenie tego efektu opisano np. w
pracy (23], podajac jednoczeénie sposoby oceny wywolanych zabu=-
rzen, Przedstawimy inny sposéb.oceny efektu czasowo=-brzegowego,
nie wymagaj@cy kompensacji izochrom resztkowych na modelu nie-
obciazonym,

W eksperymencie tensometry elektrooporowe pozwolily na po-
miar odksztalcenia podiuznego Ex
oraz poprzecznego £ _ na dolnej
«d" 1 gérnej .9" swobodnej po-
wierzchni elementu (rys. 11).

Zatézmy, ze efekt czasowo-brze=-
gowy jest j=2dnakowy na obu kra-

wegdziach elementu., Réznica od-

ksztaXtcen giéwnych na krawgdzi

Rys. 11. Cechowanie pokrycia wynosi 81- €2= Ex- Ez‘ ’
Niechaj Fqg oraz Fq bedzie

wartosci@ izochromy zmierzona wraz z zaburzeniem brzegowym A

odpowiednio na gérnej i dolnej kraw@dzi. lHamy: ( Ex- Ez)d =

= f(Fgmd) . (€€ )= f-(F +4) . Stad

’



B By Fyr (E - €) e
A“ ’
(Ez' Ex)g + (Ex- Ez)d

e = E )y + (s:z- 3
f =

x)g

Fd + Fg

Wyniki badan fotomechanicznych, przedstawione w pracy, opracowva-
no przy uzyciu zaburzenia brzegowego A 1 stalej pokrycia f,
obliczonych z powyzszej formuly.

5.2. Oszacowanie sztywnosci spre¢zystej belki

Zdefiniujmy umowny sprgzysty opor przeciwko czystemu zgina-
niu, korzystajac z fizycznego prawa Hooka 1 hipotezy Bernoullie-
go

(Ex7); =€x- 1, (2a)

gdzie I jest réwny zewngtrznemu momentowi zginajacemu, a Ex Jest
sprezystym odksztaiceniem widkna skrajnego belki. Udksztaicenie
E:x mierzono w eksperymencie tensomctrami podiuznymi w rdéznych
punktach belki, Przy wi¢kszosci pozioméw obcigzenia byty to od-
ksztaicenia czysto sprgzyste, OUdpowiadajacy moment occniano
z formuty li=Px/2, gdzie P jest obcigzZzeniem catkowitym,a x od=-
legloécia tensometru od podpory. Integralna sztywnos¢ (2a) sza-
cowano jako srednig arytmetyczng z 50 pomiaréw dla jednej belki
(10 pozioméw obcigzenia po 5 tensometroéw) .

Sztywnosc integralng (2a) poréwnano ze sztywnodcia teore-
tyczng
I

(EOI)T= ), - 5 .

ktéra oceniano na podstawie wymiardéw geometrycznych przekroju
oraz modutu Younga z badan materialowych. Do obliczenia sztyw=-
nosci teoretycznej brano wymiary geometryczne przekroju grodko=-
viego belek oraz sredni arytmetyczny modu Younga z rozciggania
i sciskania. |
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Uzyskano systematyczne zwigkszenie sztywnosci integralnej
w stosunku do sztywnodéci teorotycznej. Réznica ta wynosila okoio
% 1 byla nieco wigksza dla mniejszych smukosci belki. Ten
btad systematyczny doswiadczenia uwzgle¢dniono przy obliczaniu
sztywnosci spregzystych ze zwigzkéw: |

EW=1,02 ( EW), . EI= B+ M2, (2b)

[=]

ktére traktowano jako wielkosci poréwnawicze.

5.3. Oszacowanie nosnosci plastycznej przekroju
Plastyczna nosnos¢ teoretyczna przekroju na zginanie wynosi
My =R « W ( 2¢c)

gdzie: W o= bH2/4 jest wskaznikiem plastycznego oporu przekroju
prostokatnego przeciwko czystemu zginaniu.

Nosnos¢ (2c) dotyczy idealnie plastyczneqo przekroju belki
wykonanej z materiaiu Prandtla, Odpowiada to zigczeniu gornecgo
i dolnego frontu plastycznego belki, Dla konstrukcji rzeczywis-
tej nalezy wigc przyjmowac R réwne dolnej granicy plastycznosci,
odczytanej ze statycznej $ciezki réwnowagi,

Pomiary stanu belek wykonywano w 60 s (fotografie izochrom
w 40 s) po przylozeniu obcigzenia.

Przeprowadzono wtasng ocen¢ wpiywu czasu na przemieszcze-
nia, ktéra okazala sie zgodna z oszacowaniami Burtha 1 in. [ 16]).
W badaniach stwierdzono znaczny wpiyw predkosci obciazania przy
zblizaniu si¢ do danego poziomu obcigzZzenia, Ulatego starano sig¢
wywotywac mozliwie mata lecz stata predkodc w momencie zwigksza-
nia obcigzenia. Predkosc t¢ w drodze cksperymentu tak dobrano,
aby mozna bylo szacowac moment plastyczny z iloczynu

M= 1,04 M (2d)

gdzie: M traktowano jako wielkos$c poréwnawcza, do ktérej odno-
szono wszystkie wyniki pomiardéw przedstawione w pracy.



6. Bezpodrednie obrazy izochrom

Badane modele poddawano obcigzeniu P od zera do obcigzenia
niszcz@cego warstwg optycznie czynna. Zdjecia izochrom wykony=-
wano dla okolo dwudziestu pozioméw obciazenia jednej belki
w 40 s po przylozeniu obcigzenia, Peiny fotograficzny dzien=-
nik pomiaréw izochrom zawiera okoio 900 fotografii.

Na rys, 12 i rys, 13 pokazano fragment tego dziennika. Fo=
tografie obrazuj@ przebieg izochrom catkowitych w modelach belek
jednoprzg¢stowych przy kolejnych poziomach obciazenia. Przedsta-
wiono realizacje izochrom w belkach o smuklodciach L:H=4 oraz
L:H=10,

Poziom obcigzenia scharakteryzowano stosunkiem p=P;PH1,
gdzie Pp1 jest granicznym obcigzeniem plastycznym obserwowanym
w eksperymencie, powodujgcym zlaczenie dolnego i gdérnego frontu
plastycznego,

Na rys, 14a pokazano widok aksonometryczny powierzchni izo=
chrom dla belki B1 (L/H=6) poddanej obcigzeniu P=38,6 kN (okolo
0,97 obcigzenia plastycznego), a na rys. 14b,c = przekroje tej
powierzchni,

Powierzchnia izochrom ma jakosciowo podobny ksztalt nie-
zaleznie od smuklosci belki,

Zwraca uwage fakt, ze na frontach plastycznych izochromy
nie s@ giadkie. Ostre zatamania frontéw izochrom dotyczg obsza-
row plastycznych, ktére granicza ze strefami sprezystymi. Zjawis=-
ko to zwigzane jest wigc, z przejsciem punktu ciala ze stanu
sprezystego w stan plastyczny, ale ze wzglgdu na wspédéidziaXanie
krystalitéw obserwowane jest réwnicz w dalszym obszarze plas-
tycznym,

Obserwuje si¢ niejednorodny stan piynig¢cia nawet po pecinym
uplastycznieniu przekroju krytycznego. Stan ten ma przy tym
tendencj¢ do stabilizacji. Bez zmnicjszania obcigZzenia zewn¢trz=-
nego nastgpuje zmniejszenie predkodci piynigcia plastyczncgo
czastek materiaitu belki, Okres stabilizacji jest jednak bardzo
diugi, najprawdopodobniej rze¢du kilkudziesigciu dni, Wyjasnienie
poznawcze zaobserwowanego zjawiska mozliwe jest na gruncie
teorii dyslokacji.



Rys. 12. Fotografie izochrom w belce serii A (L:H=4)
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Rys. 14, Recalizacja pola izochrom w belce obciaZonej silta sku=-
piona: _

a/ widok aksonometryczny,
b/ przekroje poprzeczne,
c/ przekroje podiuzne,



7. Kompensacja numeryczna obrazéw izochrom )

Wnioski ilo$ciowe z badan fotomechanicznych mozna wyciagngc
tylko w przypadku wyznaczenia uktamkowych rzedéw izochrom, czyli
po zastosowaniu kompensacji.

W pracy stosowano polaryskop, ktéry nie dawal mozliwodci
kompensacji w trakcie badan, Jednakze nawet gdyby mozliwosc taka
istniata, to kompensacja dokonywana w sposéb tradycyjny bylaby
czasochlonna, kosztcwna ze wzgledu na koniecznosc¢ rejestracji
fotograficznej i mozliwa do praktycznego zastosowania tylko dla
pojedynczych modeli,a nawet pojedynczych obciazen, Tylko najno-
woczesniejsze polaryskopy, sprz¢zone z komputerem i z automatycz-
nym zapisem, umozliwilyby praktycznie kompensacje w trakcie badan
statystycznych,

Opratowano przyblizony sposéb kompcnsacji przy uzyciu LHC
( program .IZOCH1‘LCH" - rys., 15). Zaleta opracowanego przez
autora, komputerowego programu kompensacji izochrom jest mozli=-
wosC automatycznego, statystycznego opracowania wynikéw pomiarédw,
Rzgd izochromy potraktowano jako proces stochastyczny, bgdacy
losowga funkcj@ trzech zmiennych nielosowych: obcigzenia i dwéch
wspétrzednych punktu, Obliczenia wedtug programu ,IZUCH1’LCH" wy=
konywane sa dla jednego przekroju pionowego beleck., Jako dane
wczytuje si¢ wspdéirzedne punktéw, ktére odpowiadajg izochromom
catkowitym przy poszczegélnych poziomach obciazenia. Zaréwno te
wspéirzg¢dne jak i obciazenia s@ w o0gélnosci rézne dla poszcze=-
golnych belek, Dlatego interpolacja przebiega w dwéch etapach:

w procedurze INTER1 ustala sig¢ uiamkowe izochromy dla danej
wspbirzednej x wspdlnej dla wszystkich belek-bez zmiany obcia=-
Zzenia; w procedurze INTER2 oblicza si¢ natomiast izochromy dla
obcigzen wspélnych dla wszystkich belek, W rezultacie otrzymuje
si¢ realizacje izochrom w funkcji obciazenia. W procedurze
STATYS oblicza si¢ dwie podstawowe statystyki: wartosc¢ oczeki-
wang i odchylenie standardowe BF w prébie dla kazdej wspdi-
rzegdnej i kazdego obciazenia,

Przyktadowe wyniki uzyskane w programie , IZOCH1'LCH"
podano w p, 8 pracy dla belek secrii C,
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Rys. 15, Schemat blokowy programu ,I<0CHZL*LCH"



8. Uszacowanie plastycznej noénosci granicznej belki na podsta=-
wie rzgdu izochromy

W pracy [16] stwierdzono, Ze uplastycznienie punktu ciala
odpowiada poczatkowi nieliniowosci rzedu izochromy w funkcji
obciazenia. Frzeprowadzone przez sutora badania eksperymental-
ne wykazaly, ze twierdzenie powyzsze nie jest sciste.

Zgodnie z hipoteze Treski-Guesta uplastycznienie punktu

~ ciala nastg¢puje, gdy izochroma osigga ustalong wartoic granicze
na -
mi uplastyczni sig¢ wig¢c przy tej samej réznicy odksztaicen

Dowolny punkt ciata z jednorodnymi stalymi materialoviy-

giéwnych,

Na rys. 16 przedstawiono wybrane wyniki kompensacji obli—
czone programem ,IZOCH1°'LCH" (p, 7) z uwzngdnieninm aaburLen
brzegowych, Obcigazenie wzgledne p=P: P odnoszono do P= Ah L
Parametry statystyczne izochrom obliczano przy uzyciu wag,
okreslonych jako stosunek realizacji stalej pokrycia do dred=-
niej statej pokrycia z serii belek,

Z zestawionych na rys, 16 zaleznodci rz¢du izochromy F
od wzglednego obcigzenia oczekiwaneqo P/ﬁ wynika, Zze poczatek
nieliniowosci (p == F) odpowiada uplastycznieniu tylko svio=-
bodnych punktéw belki, Punkty swobodne poloZzone s@ na gbérnej
i dolnej krawgdzi wiolnej od obcigzen powierzchniowych, a inne
punkty sa nieswobodne,

Dla nieswiobodnie odksztaicalnych punktow belki poczatek
nieliniowosci zaleznosci(p = F) nie odpowiada uplastycznieniu,
Wspéipraca z punktami plastycznymi powoduje, Zc punkty sprg=
zyste zachowuj@ si¢ nieliniowo,

Charakterystyczny jest duzy wzrost statystyczncqo rozpro-
szenia izochrom przy zblizaniu si¢ do granicznego stanu plas=
tycznego belki, Obserwuje si¢ brak peinego uplastycznienia’
przekroju pod sila@ skupiona (rys. 16b).
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Rys. 16. Zaleznosc rzedu izochromy F od obcigzenia w serii
belek C (L/11=2): a). w przekroju x=t/4,
b) w przekroju x=uU,



9, Doswiadczalne okreslenie ksztaltéw oraz propagacji
stref plastycznych

Front plastyczny moZna odczytywac bezpoirednio z obrazoéw
izochrom, poniewaz uplastycznienie punktu ciala podlegajacego
prawu Treski okreslone jest przez graniczng izochromg plastycz=-
ng. Wartosci graniczne izochrom szacowano w sposéb pokazany
w poprzednim punkcie pracy.

Na rys. 17 pokazano realizacje typowych ksztaltéw oraz pro-
pagacje¢ frontéw plastycznych w belkach jednoprzg¢siowych. Ozna-
czono fronty plastyczne powstale przy rozZnych poziomach obcigze-
nia P/P=M ( §=0) /M. ‘

Interesujacy jest rdzen spregzysty, pozostajgcy pod sila
skupiong., Nie obserwuje si¢ peinego uplastycznienia przekrojéw
w miejscach przylozenia sity nawet przy obcigzeniu znacznie
przekraczajacym plastyczna nosnosc graniczna belki. Powstaja
dwa przeguby plastyczne nieco oddalone od sity skupionej. Odle-
gtosc tych przegubdw od silty oszacowano w p. 11 pracy.

wykazany mechanizm zniszczenia belek mozna wykorzystac do
zwigkszenia granicznej no$nosci plastycznej belek.

Realizacje frontdw plastycznych maj@ ksztalt niercgularny,
wynikajacy z niejednorodnosci materiatu. Rys. 18a wskazuje, ze
niejednorodnodci materiatu maja typowo losowy charakter, zwig=-
zany z losowym ksztaitem i rozmieszczeniem krystalitéw. Je<li
rozpatrujemy zbidér realizacji frontéw plastycznych, to treﬁd
frontu ulega wygtadzeniu, Pokazany przyklad wskazuje ponadto,
ze rozproszenie losowe frontu plastycznego maleje wiraz z odda=-
laniem si¢ od sity skupionej, czyli wraz ze zmniejszaniem sig
wytezenia przekroju,

Rys., 17® Typowe recalizacje ksztaltu frontu plastycznego
*)

cigg dalszy na stronle nastepnej



Fge= 110

P =2213kN

Rys, 17 cd., Typowe realizacje frontéw plastycznych



10. uszacowanie trendu frontu plastycznego

Préby aproksymacji trendu frontu plastycznego przedstawiono

na rys. 10b. Rozpatrzono serig¢ belek C

poddanych dziaXlaniu 0,94

obcigzenia ppl' powodujacego ziaczenie gornego i dolnego frontu

plastycznego.

Front gérny i dolny mozna opisac wiclomianowymi krzywymi
W tave. 4. lkrzywe te obliczo-

regresji 1 i 2, ktdérych postac podano

no przy uzyciu programu ,STATYS1'LCH"

polacj¢ wielomianami ortogonalnymi na

empirycznycn

pokazanych na rys. 18a.

(pe4.3 pracy) , przez inter-

zbiorze wiszystliich punktow

W kolumnie trzecciej tab. 4

podano procent calkowitej zmiennosci migdzyklasowej (miedzy wiar-
toSciami C:H dla danej wspoirzednej §) uwzglednionej przez wielo-

mian odpowiedniego stopnia.

Tab. 4. Krzywe regresji frontu plastycznecgo
wielomiandw ortogonalnych

{ TYSe.

13)vi postaci

2 | stopien|Zmiennost Wspolczynnik
o _ uwzgled.
* wielom.| [0/, zm.c.] GU a, a, 03 Cl[' Qg
1 1 6712 0964889/~ 0726543
e 2 + 11,96 337941|- 655810 | 3,46914
e 3 + 1501 |-22,9249| 892468|- 111,812 | 458388|
col & +  4.60 120,940{- 611,290 115941 (- 973096] 3044613| |
5 |+ 0,80 [-474941] 3020,47|-7652,16] 9665,69|-6087,82] 1529,17
5 -g-=ao+o1m(g} ra,mig) ~a,me) +a,m'(g) + a mP(5) ,mig)=1-x
e 1 98,85 | 1198478 [-1,018690
2= 2 |+ 0,39 |[0696999| 0,198225|- 0,727874 -
e 3 + 0,25 |-318779 | 14,3806 [-17,8377 | 6,82259
|4 M.+ 0,12 | 233453/-114926 | 217,017 |- 181,604 | 56,3519 | |
5 ¥11. 0,07 |- 179,688 1122,63|- 2785,90| 3444 40 |-2122,56] 521,310

*) Wielomiany uwzgledniajq sktadniki statystycznie nieistotne
F-Snedecora

na poziomie istotnogci

0,05 w swietle

testu

Krzywe 1 i 2 (rys. 180 i tab.4) nie maja charakteru uniwer-

salnego i proby ich przetransponowania na inne poziomy obcigZzenia

zawodza
plastycznych

zupeinie. Dzieje sig¢ tak za przyczyna odcinkdw irontow
powstaiych bLlisko sity skupionej. Uniwersalng krzywa

regresji mozna otrzymac dla frontu oddaloncgo od sily zewngtrznecj.
Uwzglednijmy realizacje punktow frontu z rys. 18a, odlegiych

od osi obcigzenia wigcej niz 1/4 wysolkosci bhelki,

]
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Rys. 18. Fronty plastyczne w bellrach scrii C pod obciazeniem
o= 0,04 P q a) realizacje frontdw plastycznych,
b) troend fRontu oraz jego aproksymacje krzywymi
regresji



Na rys. 18a punktéw takich jest 112. Josli przyjmicmy krzywa
regresji w postaci funkcji pierwiastitowsj, to po zastosowaniu me-
tody miniméw kwadratdw, otrzymamy ja w postaci 3 (rys. 18b

i tab. 5).

Okazuje sig¢, ze krzywa 3 jest niemalze identyczna z teore-
tycznym réwnaniem 4 frontu plastycznego uzys-kanym dla prostego
zginania belki (czyli bez uwzgle¢dnienia sii stycznych). Zaskakuja-
ce jest to, ze roéwnanie tcoretyczne odpowiada granicznemu teore-
tycznemu obcigzeniu plastycznenu. Tymczasem faktycznic no$nosc¢
plastyczna belki nie jest jeszcze wyczerpana. Uelka posiada wigc
nosnos¢ wyzsza nizby to wynikato z teorii nie uwzgledniajacej/na=
prezen stycznych.

Wspoékczynniki korelacji (tab. 5) krzywych 3 i 4 z punktami
pomiarowymi wslkazuja na dobra aproksymacje frontu rzeczy-
wistego. Odpowiednie testy statystyczne wskazuja, ze dla szesSciu
realizacji eksperyuentu réznica mig¢dzy obiema krzywymi jest sta=-
tystycznie nicistotna.

Tab. 5. Pierwiastkowe krzywe regresji frontu plastycznego z rys.18.

Nr Zakres Rownanie Wsp.
Oznaczenia 9
krzywej| waznosci C/H korelacji
cC _y3° ==
3 €|~ 0,0625 H 8 \/1,015 1018 m(¥) m(E)=my-(1-%) 0,970
€. teoretyczne =
L | HEOS c 3 o= 0,958
7oz Vi-mie)” !
= f : e i S—
5 |sieaosas| VRS | memete S |
front dolny =2 V1 m(8) m,=mq (1= =3 |

W rdownaniu 4 funkcja m(g) opisuje wzgledne momenty zginaja-
ce, wywoiane zewngtrznym obciazeniem skupionym. Yspolczynnik m g
okre$la poziom wytgzenia momentem zginajacym przekroju pod silg
skupiona.

Réwnanie 4 po modyfikacji moZe siuzycC do opisania koztoltu
frontu plastycznego, powstalego pod obcigZeniem P> B, Vlystarczy
przesunac o$ wspdirzednych € w pravo i zaczepic jej poczateck
w punkcie, gdzie sprawczce dzialanie naprgizen Sy jest niewiclkie.

W przypadku obciazenia sila skupiong ckwiwalentnic moZna przyjac
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za m wytezenie przekroju belki w poczatku potencjalnie przesunig-
tego ukiadu.

” Odcinek frontu dolnego potozony pod siig zewngtrzna mozna réw-
niez opisacC uniwersalna krzywa 5 (rys. 18b i tab. 5). Krzywa ta ma
posta¢ teoretycznego rownania frontu dla belki obciazoncj sitami
roztozonymi. Funkcja ml(g) opisuje rownanie wzglednych momentow
zginajacych, wywoazanych naprg¢zeniami By zamienionymi na zastgp-
cze obciazenie rownomiernie roziozone. \Vispdiczynnik m, okresla wy-
tezenie przekroju pod-sitg skupiona, przy uwzglednieniu zmniejsze-

nia zewng@trznego momentu zginajQcego przez naprg¢zenia 6. . Krzywa

5 obliczono przy upraszczajacym zaiozeniu, ze EFY rozlztonc sQ
po trdjkacie na diugu$cl rownej odlegtosci od gornej krawedzi bel=-
ki. Otrzymano wspoiczynnik korelacji z danymi empirycznymi §€=0,C390.
Przypuszcza sig, ze wspdiczynnik ten byiby bliski jedno$ci jesliby
ml(gl obliczono na podstawie rzeczywistego rozkadu naprezern Sy.
Przedstawione rdwnania nie wyczerpuja wszystkich mozliwolci
aproksymacji frontdéw plastycznych. Mozliwe jest doLranie klasy
funkcji opisujacycihi w sposdb uniwersalny front gorny i nieczaleznie
front dolny. Hie jest to jednak konieczne dla zastosowali. Réwnénia
4 i 5 (tab. 5) maja prosta interpretacj¢ fizyczng i wskazuja na
mozliwo$C bardzo dobrego teoretycznego opisania frontu plastycznego.



11, Diugos$c jadra sprezystego pod sikta skupiong i inne
parametry ¢oometrii frontu plastyczneqo

Obserwowane w eksperymencie diugosci jadra sprezystego
2t/H, wysokos$ci rdzenia sprezystego w przekroju krytycznym 2C/H
oraz dtugosc frontu plastycznego d podano w tab. 6. Wielkosci
te odczytano z obrazow izochrom w granicznym stanie plastycznym
belki.

Wielko$¢ 2C jest wysokoscia strefy uplastycznianej przez
siiy styczne. Podano ja szacunkowo, albowiem trudno jest wydzie-
li¢ t¢ wielkos¢ z rzeczywistego frontu plastycznego.

Zredukowane zasiggi (tab. G6) strefy uplastycznionej d i g
sa szacunkowo jednakowe. Tylko w belkach kre¢pych obserwuje sig¢
niewielkie zmniejszenie gornej diugosci g w stosunku do diu-
go$ci dolnej d.

Poniewaz ksztait frontu plastycznego poza jadrem sprezystym
dobrze opisuje rdéwnanie teoretyczne (p.10), to wielkodci C i d
mozna dobrze okresli¢ na drodze teoretycznej, pod warunkiem zna=-
jomosci diugosci 2tstrefy dzialania naprgzen Gy'

W celu prognozowania dlugosci jadra sprezystego pod sika
skupiona przeprowadzono analizg¢ regresji wielkoSci bezwymiaro-
wych t/1l oraz 2t/H w funkcji smukfo$ci elementu belkowego 1/H.
W granicznym stanie plastycznym zaleznosci te dobrze opisuja
bot@gowe krzywe regresji

t 1| -0,584 2t 1 Vo0
T Lub o 2 0,505 Twa ! (3)
1 i ¥ H

ktére przedstawiono na rys. 19.

Stosunek 2t:H mozna interpretowac jako tangens kata rozcho-
dzenia si¢ napre¢zen od docisku ., Dla rozpatrywanych smuklosci
jest on istotnie mniejszy od 1, czyli wartolci jaka zwykle przyj-
muje sig w obliczeniach inzynierskich., Je$liby rozpatrywana
krzywa regresji byta prawdziwa dla bardzo smukiych belel, to 2t :11
bytoby rdwne 1 dla 1l:H=22.
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Tab. 6. Wybrane parametry standéw granicznych badanych belek

jednoprzegsiowych
g
| | x
i o) - - " - —F -3 T
|
%) X £DX & A
Belka |- | et /p 2t A 4 Ja- %—
A1 0,69 1,083 Q974 0403 0,400 0,35 0,271
A2 067 1,096 0983 0410 0425 035 0,274
A3 L 069 1,068 0962 0397 0375 034 0,267
Ab 0,68 1,067 0960 0,400 0,387 036 0267
A5 0,69 1,096 098 3 0,412 0350 0,33 0274
A6 065 1000 0802 0,391 0323 0,32 0250
seria 0,68 1,068 0961 0,402 0,377 03¢ 0,267
K = 002 £0036 | +0030 | #0008 |*0,036 |*001 * 0,009
B1 0,69 1,044 0959 0487 0275 0,32 0171
B2 0,68 1,099 1,012 0,475 0,280 0,28 083
B3 6 0,68 1,083 1,002 0,450 0,270 0,28 0,181
B4 071 1067 0971 0538 0262 027 0178
B5 0.7 1083 0991 0513 0275 031 0,181
B6 0,68 1061 0977 0474 0,285 OR4 0177
seria 0,69 1,073 0885 0490 0275 030 0179
B " +0,02 +0019 0p20 | 0031 |* 0008 |*003 + 0004
C1 0,66 1,000 0931 0553 0195 037 0125
c2 065 1057 0984 0553 0200 036 0132
C3 4 066 1056 0976 0608 0,205 0,34 0,132
Ch 067 1,082 1,012 0538 0200 034 0135
C5 068 1,092 1,016 0560 0198 0,33 0137
C6 066 1,091 1,014 0564 0203 0,32 0736
seria 066 1063 0989 0563 0200 0,34 0133
c " +001 0035 | +0033 | 0024 |+ 0004 |* 002 * 0,004
D1 067 1,038 0376 0600 0,]73 033 0/ 04
D2 069 1,099 1,032 0605 0165 034 0110
D3 10 | 066 1,056 0,987 0650 0170 033 006
D4 0,68 1,057 0387 0658 0155 0,33 0] 06
D5 066 1,040 0976 0618 0150 036 0104
D6 067 1,094 1,031 0575 0,158 035 0J08
seria 067 1,064 0,938 0618 0,61 034 0107
2 i +0,01 £0026 | :0026 | *0032 | *0010 | +t0om + 0003
E1 068 1,005 0947 0696 0125 0,33 0084
E2 067 1,050 0998 0600 0138 033 0,088
E3 4, | 088 1071 1,019 0,588 0130 0,32 0089
E4 0,68 1,050 0992 0,657 0,123 034 0,088
ES 0,70 1,039 0987 000 040 033 0087
EG6 068 1,084 1,031 0,588 0,128 0,34 0,090
seria 0,68 1,050 0996 0021 0131 033 0,088
E " + 001 +0027 | 0029 [* o045 | 20007 | *001 *0,002




0,14 0,70
0,12 - 10,60
0,0
e
bo
— N
‘4\: 0}30
0,04t 10,20
002 ’ 010
0 } } { } i 0
0 5 eyl - 6 0 2 6

Rys. 19. Dtugos$c jadra sprezystego pod sita skupiona
w granicznym stanie plastycznym belki



12, Wpiyw smukloSci bolki na notnosC graniczng

W kolumnie 5 i 4 tab. 6 podano graniczna no¢nosS¢ sprezysta
Po1 ©oraz graniczna no$nosc¢ plastyczna Ppl wszystkich badanych
belek jednoprzg¢siowych.

Przyjeto, Zze graniczna sprezysta nosnodcia Pgy Jest obciag~
zenie powodujace pojawienie sig¢ granicznej izochromy plastycznej
na dolnej, zewnetrznej krawgdzi belki. Maprezenia stykowe powodu-
j@ co prawda pierwsze uplastycznienie w okolicy przytozenia ob-
ciazenia na gornej krawgdzi belki. Jest to jednak bez znaczenia
dla praktyki.

Frzyjeto, Ze graniczna plastyczna nos$noScia Ppl jest obcia-
zenie powodujace peine uplastycznicnie przekroju krytycznego,
oceniane zgodnie z zasadami podanymi w p. €. Udpowiada to zla-
czeniu dolnego i gdrnego frontu plastycznego.

Realizacje no$nosci plastycznej m=Ppl:5=H(E =0 ):f1 nanicsio-
no krzyzykami na rys. 20. Juz prosta regresji 3 (tab.7)
uwzglednia prawie cala statystycznie istotna zmiennond¢ miedzy-
klasowa.

Mozliwo$¢ oszacowania wpiywu snulitodci belki na plastyczna .
noénodc yraniczna za pomoca opadajacej prostej jest zaskakuja~-
ca. Nosno$c¢ plastyczna belki ros$nie, a nie maleje, wraz zc
zmniejszajaca si¢ smukioscia.

Wzrost nosnosci granicznej belki przy zwigkszajacych sieg
sitach poprzecznych jest spowodowany dziaaniem napr.zen pocho-
dzacych od docisku sii skupionych, redukujacych wielko$c stref
uplastycznionych. i/ wyniku ich dziazania przekiréj krytyczny bel-
ki nie wystg¢puje pod sita skupiovna.

vab. 7. Krzywe regresji (rys. 20) wpiywu smuklo$ci belki na
nusnouc plastyczna :

i T )
N .Uyzgled e Réwnanie Uwagi
krzywejiniono t [krzywe]
1 regresji rn=1~0n21{H/ﬁ12 Wsp. korelacji=0,45
9 T teore— | m=m{l%H) “@g’f Obliczona wg hipotezy
tyczna =1~ OJ87{H/Pﬂ2 jadra spr i war pl. -G
3 nie regresji m:1,082—03005ﬁ uvwzglednia 70,6°% zmien.

/
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- Vi 2,9% b4 : 3 |
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>
/
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1 l/H
Z prawd.< 0,72
-4 I/H nie ma S p— - S Sa— —" 1
5 [ o + 3
wptywuy na m 5 ™ 3 $ i -
@ +
)
+
®
®
1,0
ﬁEE
2:1
"
&
* +,® -realizacja i 4rednia
0,9 I bez uwzglednienia t
®,0 -realizacja i Srednia
z uwzglednieniem t
: 0 T T T
1 2 o 4 5 6
l/H
- } } } + } t
*/H ==t/

Rys. 20. Wipiyw smukloSci belki na plastyczna no$nos$¢ graniczna

Prosta 3 uwzglednia 1gczne dziaianic trzecii sktadowych na-

prezen: Sx' T}qﬂ BY i okresla nos$nosc¢ plastyczna belki a nie
przekroju krytyczneyo.
NoSno$<¢ przekroju krytycznego P;l o wspéirzednej E=t/l
obliczano z zalezno$ci
-
Ppl 1-t
e B s (4)
1

P



Uitamek ton okres$la stupior wyt¢zenia przekroju krytycznego

w stosunku do wytezenia przekroju pod sila, mierzony czystym,
zewngtrznym momentem zyinajacym. \lartosci liczbowoe zredukowa-
nej nosno$ci plastycznej podano w kolumnie 5 tab. G i nanie-

siono na rys. 20 zaczernionymi kdéikami. Trend tej zaleznosci

aproksymowano krzywa regresji 1 (tab. 7). Krzywa teoretyczna

2 obliczono zgodnie z hipoteza jadra spreiystego 1 warunkiem

poczatku plastyczno$ci Treski-Guesta. Ubie krzywe uzalezniono
konsekwentnie od zmniejszonej diugoéci przesta 1™=1-t.

Odseparowanie wpiywu naprezen 6y od docisku siiy skupio-
nej powoduje, ze no$no$c plastyczna zmniejsza si¢ wraz z male-
jaca smuklo$Scia belki, a jednoczesnie jest pordwnywalna z ogza=-
cowaniami teoretycznymi. | ' .



13. Krzywe interakcji zginania i $cinania przckroju belek

Krzywe interakcji (q,m) przekroju belki poprzccznie zgina-
nej we wspoirzednych bezwymiarowych q=0/0, m=H/ﬁ mozna uzyskac
bezpo$rednio ze zredulowanych no$no$ci, zamicszczonych na rys.
20. llystarczy dokona¢ zamiany zmiennych na osi rz¢dnych

H “& q
I"‘= x 'r_n.' (5)

gdzie dla przekroju prostokatnego D=:bH/X . Wspdiczynnik hipo-
tezy plastyczno$ci & jest rowny 2 dla warunku Treski-Guesta.

Ten warunek plastycznosci przyjeto przy ovbliczaniu empirycznych
punktéw interakcji. W ostatnicj koliumnie tabeli 6 podano wartos-
ci wzglednej sity poprzecznej q, obliczone z zaleznosSci (5) .

|
100
= 095
2
L
&
0901
0857
O eksperyment
— Kkrzywe regresji
0 0,3 q—= 10
080 ; _
0 0.10 020 030
) Y pes ) 3
q “Q/Q

Rys. 21. iirzywe interalkcji zginania i $cinania dla przckroju
prostokatnecgo belki zginancj poprzecznie
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Rezultaty doswiadczen oznaczono koéikami na rys. 21.
Nalezy zaznaczyc¢, ze wspoiczynnik zmiennosci nofnodci prze-
kroju dla danej siiy poprzecznej q wynosi tylko 3,,. Obszar
przestrzeni interakcji, w ktorym dysponowano wynilkami pomiarodw,
przedstawiono w powitkszonej skali, aby uzyskacC wyra.ne pordwna-
nie z krzywymi regresji.

Krzywa 1 (rys. 21) o rdwnaniu

) 2 S
me 1~ 0,5024q (6)
oraz krzywa 2 o rownaniu
2
mn

1-q° (7)

sa krzywymi regresji o wspdiczynnilkach okre$lionych metoda mini-
mow kwadratow. Krzywa 2 odpowiada jednoczeénic postaci tcore-
tycznej Sobotki [77], wynikajacej z hipotezy rdwnomiernie roz-
tozonych naprezen. Speinicnie przez t¢ krzyws warunku minimdw
kwadratéw nalezy traktowac jako przypadek. Krzywa 3 okreslona
jest rdéwnaniem tcoretycznym Cezuchova [10], uzyskanym na bazie
hipotezy jadra sprezysteqo.

v/ tab. 8 podano wspoiczynniki korelacji krzywych regr=cji,
oznaczajace zgodno$¢ dopasowania do punktow empirycznych.

Tab. 8. Rdéwnania krzywych interakcji (q,m)

Warunek Rownanie Wspolczynnik .
brzegowy krzywej korelacji Uwagi
S 9 | m=1-04719%- 0,529 ¢* 0,396 MK
O
o s 24 s al Sobotka [77] T
E E moxlag o spetnione MK ;
m=1-0595q2 +1,508q" 0,400 -
m=1-0,502q? 0,398
2 m=1-qh 0.1 Drucker [24]
% m=1- 3 q2 0,247 Be zuchov [10] :
' m=1-0,444 q2 0,391 Horne 33]
m=1-0,541q?2 0,395 Mutermilch i in [55]

NOTACJA: T -rownanie teoretyczne, .
MK- wspotczynniki rownania wynikajg z minimum kwadratow .
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Funkcje (q,m) podzielono na dwie klasy =zaleznie od narzuconych
warunkoéw brzegowych. \Wiszystkio krzywe przcbicgaja przez punkt
(q,m) =(0,1), a dwie pierwsze w tabeli rdwniez przez punkt (1,0).
Mimo duzej dokiadnosci wykonania eksperymentu, wspdéiczynni-
ki korelacji sa mate. / tej sytuacji testy statystyczne nie
pozwalaja odrzucic¢ jakiejkolwiek krzywej tcoretycznej na pozio-
mie istotnos$ci 0,1. tiec ma rownicz istotnego powodu dobicrania
empirycznych krzywych regresji o wielu stopniach swobody lub
o skomplikowanej postaci. \/ tab. 8 pominig¢to wiclomianowe krzy=-
we regresji'o wigcej niz dwéch stopniach swobody.

Ze wzgledu na znaczny rozrzut wynikow do$wiadczen, obserwo-
wany réwniez przez innych autordw, dyskusje nad lokalnoiScia
krzywych interakcji sg czysto akademickic. Krzywe .amieszczone
w tab. 8 i na rys. 21 mozna traktowal jako niezaleinc od staty-
cznych i kinematycznych warunkodw brzegowych i dotyczace wszyst=-
kich przekrojow prostokatnych z dowolnym warunkiem plastycznos~
ci. Nalezy jednak pamig¢tac¢, ze dotycza one przekrojow belek
w ktérych dziazanie napregzen normalnych 6y’ od docisku jest
pomijalnie maie.

Decyzj¢ o wyborze krzywej interakcji mozna podjac¢ na pod-
stawie badan rozktadu naprgzen w przekfoju uplastycznionyme.



|

14. lietoda rozdziclania naprezen z obrazdw jzochrowm w ouscarze

plastycznym i sprezystym

W przegladzie literatury nie natrafiono na ogdlng metode,
umozliwiajaca rozdziclenie naprezen w obszar<e plastycznym przy
znajomo$ci tylko izochrom.

Przedstawimy metode¢, w ktdérej wediug tego samego algoryimu
mozna rozdzielic¢ naprezenia w caiym obszarze sprolysto-plastycz=-
nym piaskicgo stanu naprgzen. \V metodzie wymagana jest znajomosc
tylko izocihrom, a rozdziclenia naprgieii nie trzcba puprzedzac
rozdzieleniem odksztaicelii. ' '

loczyniwy uwa zalozenia: 1) materianl podleqa prowu Treski-
-Guesta, 2) ekstremalnc naprezenia gXowne sa roznych znakow.

Zwiazek fizyczny (g,T'] opisuje rownanie
‘Tmaxz G Xmax' (8]

gdzie G jest siecznym moduiem Kirchoffa. FPrzyjmijuy, Ze G niec
zalezy od stanu naprgzenia i jest funkcja odlkksmtaicenia cnarak-
terystyczna dla danego materialu. lloZna ja okredélic¢ na przyklad
z proby jednoosiowego rozciggania: G =C :2{l+v] gdzie [ jest
siecznym modulem odksztalcalno$ci podiuznej a v wspdiczynnikiem
rozszerzalnosci poprzeczncj.

Wlykorzystujac wyrazenie maksymalnych naprezenn stycznych
i odksztalcen postaciowych przez cekstremalne naprezenia aidwne
51} 52 i odksztaicenia Ei} Ez' mozemy obliczyc (Si- Sd]

w punkcie ciaza na podstawie zmierzoncj wartoéci izochromy F
61—62=2°G'f‘F, (9)

gdzie f‘jest stata pokrycia fotomechanicznecgo. Rdznica napreczefi
giéwnych w powigzaniu z rdéwnaniami roéwnowagi lavicra daje moz-
liwosSC obliczenia wszystkich skladowych tensora naprgzcnia

w danym punkcie ukladu wspoirzednych kartezjanskich (x,y).
Naprezenia normalne w punkcie (i,j) siatki kwadratowej rdznic
skoticzonych wynosza :



L, ] i-1, d e (I . (-n-"i)
Sil J)=8x( i) . rxyl | I ’[xyl j
: (10)
(1,3) 2 glia-1)_ T [,3), 7 (i-1.3)
oy ! By Sy Ly
Stad
' J
-0 | TS U W ) NP I B N N ¢ O ) I T R B
(64~ 6, 64 6 U Uy (14)
Naprezenia styczne w punkcie (i,j) okresliny, rozpatrujac zalez=-

no$C migdzy wspoéirzednymi tensora naprieizen

Q 1/2
i - 2 - - Z \
gdzie r2=sgn[ sin 2@] » @a @ Jest katen nachylenia naprezenia 61
wzgledem osi x: cos 29 -—-'(Gx- By)l [61—52].

Korzystajac kolejno z zalezno$ci (9), (11), (12), (10),
okresliny wszystkie sktadowe tensora napre¢zenia, je$li znane sa
wartosci naprezein w punktach (i,j—l) oraz {i-1,j), czyli na

przyktad na krawgdziach elementu réwnoleqgtych do osi x,y (rys.22)

Napr¢zenia na krawgdzi swobodnej Zatwo okre$lic: WE== [6x 0
' 0 OJ.
\ Jesli warstwa optycznie
\é (’ czula nie obejmuje calej powicrz-

chni elenentu, to w przekrojach

nieortogonalnych do osi y warun=-

ki brzegows niec sa znanc.

* S -— Miemniecj znajomos¢ warunkow brze-
krawed? swobodna gowwych tylko na krawgdzi swiobod=-

|

nej jest wystarczajaca do okres-

Rys.22.0rientacja analizowa- lania naprgZzen w pevwnym obszarze

nycii uktaddw wspoi-~
rzgdnych

wac zadanic w ukladzic wspdirzgdnyeh (x°,y”), obroconym o kat f3

w stosunku do uktadu (x,v).

elenentu, jesli bHodzienmy analizo-

Poprzez ortogonalne przeksztatcnnic podobielistwa, na podsta-

: y T . . ) .
wie znajomosci wspodirzednych punktu ¥~ i tensora ﬂ% v uktadzie



- 63 -

(x“.,y " )obliczymy wspoirze¢dne punktu x i tensor naprezen Tg
w uktadzie (x,y):

x=A'x°, T=A- Ty « A, (13)
gdzie A jest macierza przcjécia

A = cos [[x',x] {x'.y)] =[ cosf sinﬁ,]

(y“.x) (y .y) sinf cosf
Wlygodnie jest przyja¢ = 0,517. Wowczas A= VZ:

3

.._?!""'""‘!
1

'_I.

=

| Y |

na krawedzi swobodnoj natomiast 61= 6x' 6230, 6t=- = 5]
= (6, 65):2.

W celu polepszenia dyslkretnej aproksymnacji,otrzymanych w ten
sposbéb naprezeri, moZna stosowal na przykiad metodpy minimalirzacji
bt¢du $redniokwadratowego. WWéwczas rozwigzaniec nalezy hrowadzié
iteracyjnie.

DANE

Sciezka réwnowagi T max Os Fmax

Wsp&rzedne i wartosci izochrom w punktach weztowych
Numery weztdw brzegu swobodnego

Wartosci odksztalcen z tensometrii

Oblicz

Statq pokrycia i zaburzenia brzegowe ( 1 )
Przyjmij drednig wartosd

f

~| Oblicz

£
§ Naprezenia w ukiadzie obrdconym
‘g» wg wzorew (9 ),(11).(12).(10)
S Wykonaj transformacje tensora na-
X prezers (13 )
§ Naprezenia gtéwne i ich kierunki
- 1
& Drukuj

ruxKu

JWurtoSci wejsciowe i obliczone

Ryse 23. Schemnat blokowy proaramu . LZGH2'LoH"



Schemat blokowy, opracowanego przcz autora,nikroiiompute=
rowego programu "IZOCH2'LCHf,slu2chgo do rozdziclania napreg-
zelh, pokazano na rys. 23. W programic tym wykorzystuje sig
dane dostarczone przez program .IZUCHL’LCH" z uwzgli¢dnicniem
zaburzen brzegowych. / obliczeniach przewidziano wykorzystanie
sredniej éciezki rownowagi (gmax‘rtuax) maieriazu Sciskanego
i rozciaganego. Srednig sSciezikg przyjeto dlaiego, ze roznica
obu Sciezek rownowagi jest nie wigksza od bXedu popeiniancgo
przy odczycie izochrom. Statyczna Sciczke¢ rownowagi z badal
materialowych (z nieliniowym wzmocnicnicem lub oslabienicm )
nalezy aproksymowac funkcjami sklejanymi. uspoiczynniki tych
runkcji stanowia danc wejsciowe do programu IZOCHZ LOH™ .



15, Doswiadczalne okre$lenie rozikkadow naprezen w przekrojach

belki zginanej poprzecznie w obszarze sprezysto-~plastycznyn

-

Nie natrafiono na udang probe  clisperymontalnego oszacowania
rozkladow naprezen w sprezysto=plastycznych przekrojach belki
zginanej poprzecznic.

" Autor oszacowal napr¢zenia w badanych bellkach przy uzyciu
metody opisanej w p. 1l4.
Model materiatu (Knmx'q“max

odpowiednia transformacj¢ $rednich $ciezck rdwnowagi z jednoosio-

) (rys. 24a) skonstruowano przez

wego rozciggania i Sciskania (rys. 3). Przedstaviony na rys.24a
model jest wykresem funkecji sklejanych. Odchylenia od trendu
z eksperymontow nie przekracza 0,55,
Naprezenia okreslono w procedurze iteracyjnej:
a) na podstawie znanych izochrom v wigzZach siatlii rozdzielono
naprQzenia metodg opisano w p.14 (progran TZ0cH2LCH),
b) napre¢zenia poddawano korekcic tak aby zapeuni¢ gladio$¢ ich
przebiegu a jednoc:zednie zageszczono siatke podziatu,
c ) obliczano rodéznice odksztaicen giownych {izochromy) w weziach
nowej siatki i weryfikowano w oparciu o zdjgcice izochrom,
d) powtarzano kroki a), b), ¢c).
Juz pierviszy cykl iteracyjny wymagai duzego nal:ladu pracy.Poprzes-
tano na dwdch cyklach, cho¢ doktadno$c rozdzielernia naprezen nie
byza jeszcze zadowalajgca. Ograniczono si¢ przy tym do onnl%zy
tylko jednego zdjecia -~ belki C2, poddanej dzialaniu obeiazenia
0,94 Ppl' Cechy jako$ciowe rozkiadu naprozen polkazanego na rys.24
pozwalaja jednak na sformuiowanie istotnych wnioslkow,dotyczacych
wszystkich badanych realizacji.
Najwazniejszq rozpoznana cechy jest to,ze:
W strefie plastyczncj zanikaja naprgzenia dey oraz normal=-
ne 8¥.
Scislej dzieje sig¢ tak poza strefa kontaktowg, w punktach
wokox ktdérych dzialaja staie naprezenia T

masx*®
Dzialanie napregzeli fiy ogranicza si¢ praktycznic do jadra
spregzystego, powstatego pod sity shkupiona.

\Y obszarach dziailonia znacznych naprgzen Sy od clocislku ik

powierzchniowych-naprezenia normalne 6, od zginnnin mogn przo=

%
wyzsza¢ granice plastycznodci R okreslona w jednoosiowym rozcia-
ganiu,d mimo to obszary te nie sa uplastycanione. b rzewy:szenie
naprezen 6_ ponad granic¢ plastyczncici R dochodzi do 50,, na

X

gérnej kraw.dzi bolki.
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Rys. 24. wozklad naprgzen, okreslony =z ohrazdw szociinran:
a) model materiaiu z prob romzcigganin i dcishania,
b) wspoirzodne napreied, wyrmiane obeinlonicm rounym
tooretycanaj nosnosci piastyernzj boelici,



16. Jednowymiarowy modol sprezysto-plastycznogo clemontu belkowego

16.1. Budowa zastg¢pczeqo elementu sprrzysto=-plastycznego przy
wykorzystaniu wynikdéw badan cksperymentalnych

Ma podstawic wynikdw badan ksztatow 1 propagacji frontdw
plastycznych oraz rozktadow naprezen w przekrojach mozna zbudowac
model elementu belkowego do wyznaczania no$no$ci i przemicszczen
belek sprgzysto~plastycznych.

lzeczywisty mechanizm zniszczenia oraz towarzyszaco mu rozkia-
dy napr¢zen rozpoznanc w badaniach fotomechanicznych przedstawio-~

Nno na rys. 25a.

[ Stan naprezen ] [ Mec hanizm zniszcze nia_ |

b)

Rys. 25, Ilodel sprezysto-plastycznego clementu belkowego:
a) rzeczywisty, b) zastg¢pezy

J
Zbudujmy jednowymiarowy model zastepezy zdeliniowany w prze=-
strzeni si4 przckrojowych i przydatny do inzynicrskicj analizy
uktadéw poprzecznie zginanych. Zatosny, .o din przoliro jow enklko-

wicie spregzystych siuszne sg wzory llaviara i Zurawskiogo do opisu
napregzen 6% i ’rxy‘ Ciagosc naprg¢zeti po diugodci belki zapew-

niona jest przy rozkladzie naprezett stycznych v jadrze sprezystym
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zgodnie z formula Jurawskiecgo. 'V prostokatnym jadrze sprozystym

dzialaja wigc parabolicznio rozlozone napr¢zZzenia styczne, tak

jak zalozyX Bezuchov [10]. Elementarne rachunki, polegajacc na

sprawdzeniu podstawowych rownaii mechaniki ciala staZego, prowadza

do wykazania, zZe:

a) uzupeinienio macicrzy naprgzell przez wspoirzyedng f3y, zapewnia
speinienie rdéwnall rdwnowagi Haviera w przelkrojach wolnych od
obcigen powierzcihiniovych. Dodatlowa wspoirzedna Sy wynika ze
zmicnno$ci naprezetl ’Txy po diugodci bellki, wige ze zmian
przckrojowych six stycznych lub zmicnnoéci wysokolGci rdzenia
sprgsystogo,

b) nawet dla przckroju prostokatnego, po uzupeinicniu tensora

napregzen przez 6 nie sa speinione warunki nicrozdzielnoSci

'
odksztaxcetl, Tensoi napre¢zon, olireélony w powyiiszy sposob jest
wig¢c tylko przyblizeniem. (\/ teorii spréiystoﬂci uwaza sig
takie przyblizenic za wystarczajpce do praktycznych,inzyniers-
kich obliczen [60]).

Opisane powyzej wiasnoSci ma model pokazany na rys. 25b.
Pominigto w nim napregzenia od docisku sit powierzchniowych ( sil
skupionych ) skutkiem czego front plastyczny moina opisac¢ jedna
formuta na calej diugoSci elementu,a przekrdj krytyczny wystgpuje
w miejscu dziaizania ckstremalnycii momentdw zginajacych.

Uproszczenia dokonane w modelu zastgpczym w stosunku do mode-
lu rzeczywistego prowadza do oszacowan odpowiedzi elementu i ukla-
du elementédw, ktoérych jako$¢ sprawdzono w p. 16.2 i 16.3. na dro=-
dze dwuwymiarowycih rozwigzan teoretycznych.

16.2. Proba zastosowania mectody elementow skoticzonycih do wyznacze-
nia naprgzen, przemieszczen i frontdéw plastycznych w belce
zginanej poprzccznie

Dwuwymiarowy stan naprezei w sprezysto-plastycznej belce wy-
znaczono przy zastosowaniu tarczowych elemoantodu slioticzonych.

Opracowano algorytm uuaeryczny .TARIIES’LCH" sprezysto-plag=~
tycznej metody elementow skonczonych, w kidrym uwzgledniono rdzne
Sciezki rownowagi odksztailcenic-napryzenio w jednoosiowym rozciag-
ganiu i sciskaniu oraz osiabicnic matorialu. Zastosowanic Tunkcji
siklejanych trzeciego stopnia pozwolilo z duiq doklndnoéclﬁf

[0l OB aproksymowa.. rzcczywiste Sciczlii réunowayi wateriatu
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z zachowaniem ich gladko$ci. lliejcdnorodne pole stalych materia=-
lowych ustalanuv w procedur<e iteracyjnej quasid llewtona-ilaphisona
i uwzgle¢dniano przy obliczaniu przewnicszczen wezlowych przez
zastosowanie metody napre¢zen poczgtitowych.

Fonizej przedstawiono wynilii teoretyczne rozwigzania lbelki-
-tarczy, wedacej przedmiotem badan cksperymentalnych. Rozwigzanie
podano w celu oceny: 1) przydatnoéci metody elomentdw skoticzonych
do zastapicnia modelowych badan cksperymentalnych, 2) wpiywu roz-
nic migdzy Sciezkami rdwnowagi stali niskowe¢glowej przy rozcia-
ganiu i sciskaniu na zachowanie belki.

Balke jednoprzgsiowq potraktowano jako tarcze i podziclono
na trdjkatne clementy skornczone v sposob polkazany na rys. 20a.
Model materiatu belki (€, B,)=(intensywnodc odksztaicen, in-
tensywnosc¢ naprezen) otrzymany z badan na rozcigganie i Sciskanic
(rys. 20b) aproksymowano funkcjami sklejanymni, ktorych wspdiczyn-
niki podano na rys. 26d.

Obszary uplastycznione otrzymanc na drodze tcorectycznej i
pordwnanie z ceksperymentem podano na rys. 27. FFront plastyczny
wyznaczony teoretyczniec jest znacznym przybliZeniem trendu z clks=
perymentow. MNiektore clementy skoliczone nie .uplastycznily’sig
{niczakropkowane), mimo Ze w1 ich otoczeniu wystapilo uplastycz-
nienie.,

Ha drodze teorctycznej mozna rdwnie® zaohsorwowac znaczny
wplyw obcigzeinn skupionych na fronty plastyczne. I'rzy obeigzeniu
P réwnym granicznej nosno$ci belki przy prostym zaginaniu nie
nast¢pujo peinc uplastycznieniz przekroju bellki. llaprezenia od
docisku dziataja redukujaco na obszary uplastycznions pod sila
skupionag.

Na rys. 20 pokazano rozklady naprezen w przekrojach belki
( oznaczoenia przekrojow n1 rys. 26a) przy duoch poziomach obhcigze-
nia. Ubliczone napre¢zenia pordwnano z wynikani clisperyuentu.
Zastosowano metodg odwrotna, poleqgnajacn na obliczeniu izochrom
na podstawie znanycit napr¢zenn i pordunaniu ich z wartosciami od-
czytanymi z fotografii.

W przekroju poprzecznym U=-U oddalonym od siy skupionoj
uzyskano zadowalajacqg zqgodnodc¢ rozuiarzania tecoroetyczneqo = doS-

wiadczoniem. MapreZzenia nornalue 6, rozoZzone 52 pralitycznie
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Wspotczynniki funkeji sklejanych  6;=Q+ btsctlsdt3 =€ —E
_ dla modelu &
rozciaganie sciskanie
(€i0;&i1)| a b C d |(€io; &) a b C d
05 105 0 262,07 0O 0 03 1,0 0 [265,64| O 0

*1.055 1,26| 275,18 | 262,07 |-1011,0 [ 1037,7 |*1,0 1,17 | 266,64 |266,64 |-617,70|-522,54]

1,261 141 | 295,24, - 25,250/~ 357,24/1202,0 | 117 11,27| 291,55 11,317 |-884,20|33 337025
[ 1415 1,76 287,47|- 51,296 183, 65|-210,23 1,273 180 | 287,21 |- 64,415 126,88 |-83,155]
*1,765 8,90 283,000 0 | 9 | 0 ["1,807890|276,33| 0 0o | o
*8,90,100| 283,00 o __g_,_s_sg__;g_gg__ *ggio_g 276,33 o0 |o0.56

- 76,33 0 | 0,563 |-0,061 |
10,0; 15,0] 283,00[ 1,017 | 0,362]-0,008 | 10,0150 | 276,93/ 1,017 | 0,362 |-0,008

*) brak ciagtoéci drugiej pochodnej

Rys. 26a) Od"’l:)]' balli nn alananty zkoticzene, b)) mede)l nateria-
tu F = chaparynontdy: Lrond orars wospatezynnilid
:’.I.ljf‘nIIO'CJ. ie B4 w fun’ il B, ¢) nodal Prandtla

(€5, Sﬂ,' d) funkcje aprolisymujace trend modelu b) z eks-
perymentow
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liniowo, naprg¢zenia Syf”qu tyllko nicewinclkic odchylenia od war-
tosci zerowej, naprezenia styczne ‘Txy rozo”one s pralktycznie
po paraboli,a intensywno$c¢ naprezef 61 jest maksynalna na kra-

wedziach belki.

P trend z eksperymentu

pRL0 ]} RSl L T AETE B » ol SR e i
NEUIRT BT U O NG T e ,,///’///f&
g s Al iy L =t
L .,
L fuid

Rys. 27. Obszary uplastycznione w belce L:li=5, otriynane nciodg
elementdw skoticzonych oraz porodwnaniz z ecksperymentonm

W przckroju poprzecznym A=A poto:onym ook sity shkupionej
zaobserwowano rozbiecznodéci naprezen obliczonych metodn elenentow
skoticzonych i oszacowanych w do$wiadczeniu. Rozbicinodéci te do-
chodza do 2U,; przy godrnej krawedzi belki, qdzie wystipuje naj-
wigkszy gradient naprgzen Eiy 1 rrxy. Icoretycznin obliczonce
naprezenia 6 5 7 strefic sprezystej odbicqaja od prostej (ksztakt
esowaty) w wickszym stopniu niz to zaobserwowano w dodwiadczeniu
(pairz rys. 24).

Dziatanie naprezen SY ogranicza sig praktycznie do nis-
wiclkiego obszaru pod silg skupiony (przokrdj podlusny C-C i w=u),
Wapregzenia styczne s3 zerowe pod sita shkupionn, chod intensyw=-
noS$C napreZelt na osi belki jest pralityczniz stala.

fimo uwzylydnienia rzeoczywistego modelu materiaiu, zaobser-

wowano znaczne rouzbieZznosci teorctycznych oszacouall przemieszczen
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z wynikami eksperymentu. Cbliczone przemieszczenia belitd o smuk-
tosci L/H=8 sa okolo 30,, mniejszc od pumierzonych w doSwiadcze-
niu. ozbiezno$ci teyo rzguu wystypuja zarowno w zakresie spro-

zystej jak i sprezysto-plastycznej pracy clementu.

4 celu okreslenia wpiywiu rdzinic migdzy Scielkani rownowvagi
stali niskowg¢glowej przy Scisikaniu ora: rozcigganiu a takie osia-
bienia materiaiu na poczatku uplastvcznicenia, wykonano porodwnaw-
cze obliczenia przy dwdch dodatkowych wariantach modelu materiaiu:
a) przy réznych modelach rozciggania i $ciskania, bez uwzglodnie-

nia ostabicnia materialu,
b) przy konwencjonalnym modelu Prandtla, pokazanyw na rys. :’6c.
Ze wzgledu na male roznice w naprg¢zeniach nie dato si¢ ich zilu-
strowac na rys. 28, Zupecinic nieistotne jest ositabienie materia-
tu. Réznica rozwiazania opartcego na modelu a) i rozwiazania pod=
stawowego jost rzedu promili. Wigkszy wpdiyw maja rdiznice w $ciez=-
kach rownowagi Sciskania i rozciagania materiaiu. \Wiplyw ten wy-
nosi okoto 3,5, a wigc jest rzgdu rdéznic mi-¢dzy sprezystymi modu=-
tami odksztaXcalnosci materiaiu przy Sciskaniu i rozcigganiu.
Jednakze znaczne obnizenie czasu obliczen zdecydowanie przewaza
szalg na korzySs¢ konwencjonalnego modelu Prandtla stali niskowe=-
glowej. Dla innych materiatdw uproszczenie takie moZe hy¢ niedo-
puszczalno i wtedy nalezy uwzgledniac roznomodulovndc materialu
na przykiad w sposdb stosowany przez autora w progranic
o« TARMEG *LCH" .

W wyniku przeprowadzonych obliczen mozna stwicrdzic, e
skonczony element trojkatny tarczy nie daje dostatecznej ddkxad-
no$ci rozwigzania (szczegdlnie oszacowania przemiecszczen). llalezy
stosowac elementy izoparamctryczne wyzszego rzgdu, rozmicszczone
tak, aby dobrze modelowal przewidywany stan naprezen,

Subtelny wpiyw naprgzen Gy,na cnergi¢ i przemieszczenie
belki nie da sig¢ occni¢ w przedstawiony sposéb. Tradycyjne roz-
wigzania meiody elementdw skornczonych, oparte sa na specyficznyn
stosowaniu metody Ritza do minimalizacji peinej enerqgii ulctadu.
Specyfika przcjawia siy w tym, Ze i‘unkcje aproksymujace prze-
mieszczenia sa dopuszczalne (speiniaja warunici brzeaowe) tylko
w obszarze pojedynczych elementdw shkongzonych. ./ nastepnym pun-

kcie pracy =zamierzony rezultat, oceny wplywu naprozen Sy na
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przemieszczenia, uzyskano na drodze zastosowania netody ilitza do
minimalizacji energii ukladu przy zachowaniu integralnych warun-

kéw brzegowych w caiym ciele.

10.5. Froba teoretycznego oszacowania naprezen i przomiceszczen

belki na podstawie funkcjonalu Castigliano

Dwuwymiarowy stan naprczoeil v sprgiystcj holce wiyznaczono
bez stosowania dyskretyzacji ustroju i bez dyskretyzacji rownan
mechaniki ciata stalego. llykorzystano twier:s nic Castigliano [ 60 ]
o minimum funkcjonalu cnergii dopeiniajgcej. “astosowano bezpo-
$rodnia metod¢ minimalizacji funkcjonatu v kklasycznej poctaci
Ritza. Naprgzenia wyrazono przez wiclomiany potggowe, tak aby
speinic statyczne warunki brzeqgovie w cak:j belce - tarczy.

Powyzsza metoda Pratusevic¢ w pracy [64] rozwiazal przyliiad,
dotyczacy belki swobodnie podpartej obcinzonej rownomiernie na
gornej krawedzi. Viigkszosc podrgcznikdw z tcorii sprezystosci
podaje za tym przykiadem, Zze teoria belkowa dobrze opisuje roz=-
ktady naprezen w belce o smukiosci L:H>4. Hie zwrdocono jednak
uwagi, ze innc moga byc smuickoSci krytyczne belki obciazonej si-
ami skupionymi. \WW pracy [64] zastosowano rownicz znaczne uprosz-
czenia przy rozwijaniu w szerey obcigazenia na dolnej krawedzi
( reakcji) belki. Autor nie natrafii na proby uscis)lenia rozwia-
zania Pratusovila.

W literaturze nic ma udancj proby oceny wpiywu naprezen ESV
na przemieszczenia belki poprzecznie zginanej. Przemieszczcnia
osi belki sprgzystej oceniane sa powszcchnie przy uzyciu spre-
zystycii elementow belkowych. Przez sprgzysty element belkowy
rozumiemy clement, w ktorym naprezenia normalne opisuje wzor
Naviera BxuMy:I, napregzenia styczne wzdér Zurawskiegqo rEmQQ/ Ib ,
natomiast w olemencic nie dJdzialajg napryzenia normalne

-

y
PoniZzej przedstawiono wyniki rozwigzania bellki-tarczy,obcia-
zonej jedny sita skupiong (patrz rys. w tab. U). Ubciazenie czyn-
ne na gornej krawgdzi belki oraz bicrne na dolnej hkrawedzi roz-
winigito w kosinusowy szecreg Fouricra. Uzyskano javunu wyrazenia
analityczne na naprezenia, zalezne od:szerolkoicli kontaktu 2d

sity czynnej, ilos$ci wyrazdw rozwinigcia n  obcifZenia oraz



wymiardw 11, 1, 1l tarczy. lla przyklad napryzenia 6, v czwartya
przyblizeniu funkcji Ritza mozna uvbliczat « zalexno'ci:

5x=s.p.§-1/(bnf’-’)-é Tagleoslamy) - cos (1m)] va (1) (57%-4) +

+az(g?-l]z(iss—3j]ras(§;—i}d ?(352—1)+34(§$-1)2§:(4235~AUS34-u‘]

gdzie §1=x/l.1, $=2y/H, :‘\iz[ sin(ink) =2sin( ink/2) cos (itr)] / (ink),
k=d/1 , E= %/1.

Stakte Ritza a,,a,,a;,a,, obliczanc sa = ulIndu tanoniczneyo
rownath Castigliano dla tarcz. VW rozwinzaniach zaloZono, e szero-

kos¢ kontaktu jest proporcjonalna do obcinzenin powierzciiniowcgo.

W tab. 9 podano przylkladowe obliczenia, otrzynane v czwartynm
przybliZzeniu funkcji Ritza, przy szcrokoSci kontaltu d=l1/25 i przy
ilosci wyrazdw rozwinigcia obcigzenia w szereg Fouricra n=200 lub
50. Uwzglegdnienic innych warunkéw jest proste, ho obliczenia zal-
gorytmizowano w programic komputorowym TARRITZTLCH" .

Rdéznica obliczonych naprgzen v czwartyn i trzecim przyblize-
niu funkcji Ritza nic przckracza 2 0. ROwnicz uwzglednienic wig=-
cej niz 200 wyrazow rozwvinigcia obciQzenia w szereg nie wnosi
praktycznie zadnych zmian, Hatomiast zmiana d}uqofci docishku d
ma istotny wpiyw na wynik.

W tab. 9 podano maksymalne napr¢zenia Txy vi przekroju
x=L:10 oraz maksymalne naprqicniaﬁg w przekroju pod silq (ozna-

czone jako8,T \larto$ci te porownano z maksymalnymi w tych

max}
przekrojach (Lecz nic odpowiadajqcymi) naprezeninmi 6k i Tk,obli—
czonymi wediug wzorow .belkowych"” curawskieqo i llavicra.

Z zestawionych w tab. 9 naprg¢zen wynika, Ze teoria belkowa
dobrze opisuje rozklad naprezen juz dla smukiosci L/ll=2. Blad nie
przekracza 3,;. Dla mniejszych smukiosci obserwujc sig znaczne za-
burzenia w rozkladzie naprezei.

¥/ celu oceny przemiceszczenia pionowego Y punktu przylozenia
sity, obliczuno energig potencjalna calej belki. PPonicwaz belka
jest sprgzysta, to
Y = 2PU,

gdzic ”0 jest energig potencjnlng wywolang jednosthkowuym obeinze-
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Tab. 9. Sprezysty stan tarciy - bholli

Y i 1p 11 22 1-1
{H7P- ?S:‘Fourler r_r;l:_‘
1 Sy ?’ Tyy E 6}
eols A0 ) v 7
i A
e d/
lb] - | S T
e | ) T,\Qz;.
6”'!0)(
Vo:O13 ' l1:1J1l
A=bH
Naprezenia *) *) Energia po_j_gncjaln_q:'_-'_’
L lg Omax |7 Taoax | ~X [y U U
H [me% | By max Ty " U.6+1)| U, (6.)
_Eu‘1 _E-1 [O] _P"“‘J k'vx k' =
[A] [A] ] | L&D
1 2035 | 1357 | 734 | Q979 | 0,60 | 3,71 721 | 297
15 | 2,328 | 1035|0749 | 0899 | 0,70 | 4,10 4,07 8,71
2 | 2943|0981 |0750 | 1000]| 0,81 | 4,91 2,76 4,91
25 [ 3650 | 0974|0751 | 1001 | 0,89 | 3,56 | 242 | 3865
3 |4387 | 0875|0750 | 1000 | 0,98 | 7,43 1,63 220
A 5884 | 0981 | 0,750 | 1000| 1,6 | 1228 | 128 1,53
6 8895 | 0988 | 0,750 | 1000| 1,59 | 31,7 1,08 117
8 |11904 | 0992 | 0,750| 1000 | 1,86 | 68,97 1,03 1,08

%) obliczone przy uZzyciu n=200 wyrazow szeregu
#¥)catkowano na siatce Ax- Ay = Z.lfj%lﬁ i przy uzyciu n=50
WYrazow szeregu

Caikowanie cnergii wykonywano numerycznie nn siatce prostokatnej
Ax . Ay=L/440»I-1/'20 Oraz przy uzyciu 5U wyrazow szcorogu rozwinige
cia obcigzenia. EnergiQ t¢ pordownano z wartoScia konwencjonalna

Ulc( 5x+’I"), obliczong przy uwzglednieniu naprezen § iT./),.oraz

y'
Liczby w dwdéch ostatnich kolumnach tab. 9 moZna interpreto-

energia UI((SX),obliczonrj przy pominic¢ciu napryien Tx

wac jako stosunck rzeczywistego ugigcia bellii do uuig¢cia obliczo-
nego konwencjonalnie. Przedstawionce wyniki sa wazne dla dowolnego

obcigzenia P w liniowo sprofystyw maliresio pracy bolki.

%

Naprezenia te zwigliszaja ugigcic pod ailn azacunliao 0 tym samymn

Duzy wpiyw na sprizyste przemieszce:sonia maja |lr_1p|"r;‘;':'.:ni<’.) 6

stopniu co naprgzenia styczneo. Din Lill-4  poociiyiriste przonicsz-

czenie bedzio wigkszze o 20,5 od oblicioneas kowmione jonalnina
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z uwzglednieniem 'Txy . Natomiast wplyw naprezen stycznych
na to ugigcie wynosi 25.). Dopicro dla L:il=3 wplyw naprezen Sy
jest praktycznie pomijalny, a wpiyw naprgzenT;ywynosi 5,50

Napregienia i przemieszczenia obliczone w powyzszy sposob
pordéwnano z pomiarami cksperymentalnymi. Uzyskano zgodno$¢ wy=-
nikéw z dokladno$cia do 3)5,rdéwna dokiadnosci aparatury pomia-
rowej w przeprowadzonym cksperymencic.

Przedstawione wyniki pozwalaja na sformutowanic nastgpuja-
cych wnioskdw:
1. Wpiyw napregzen Sy wyjasnia znaczne zwig¢liszenic czgSci spreg-
zystej przemieszczen obserwowanych w cksperymnencie ponad war-
tosci oszacowanc przy pominigciu naprg¢zen 6y (p. 8.2) i nie-
wytiumaczalne na gruncie teorii klasycznej, uwzglc¢dniajacoj
tylko naprg¢zenia styczne.
2. Sprgzysty element belikowy, w ktorym pominig¢to naprezenia f?y.
moze siuzy¢ do szacowania przemicszczel spryzystych belki o smu-
ktosci L/H= 10. Dla mniecjszych suukosci nalezy liczyl sie ze
znacznym niedoszacowaniem przemieszczeli,. ‘
3. Belkowe wzory Naviera i lurawskiego dobrzec opisuja rozklad
naprezetl Bx itrxy w belce zginanej silg skupiona juz dla L/il=2,
4.1/ poprzednicii puniktach pracy pokazano, Ze napregzenia 6y redu-
kuja obszary uplasiycznione belki (tylko obszary sprezyste maja
praktyczna zdolno$¢ przenoszenia tych naprezen). Dlatego sity
skupione nie majg wigkszecyo wpiywu na zwigkszenic przemieszczell
trwaiych belki, a powyzsze kryteria sczacowania przonicszczetl
mozna przenieScC na zastgpczy spreiysto-plastyczny clement zgina-
ny poprzecznie.

16.4. Formalny opis sprezysto-plastycznego zast¢pczego elementu

velkowegu

'Sztywnodé spr@2y5to-plastycznego zastepczegu clementu vel=
kowego obliczmy z definicji energetycznej podanej w iwierdzeniu
Castigliano - czgéc II. Twierdzenic to siuszne dla realizacji
ustrojow zbudowanych z dowolnego materiaiu, mozna zapisac nastg-
pujaco [3]:
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- (14)
—a Y _, 14
ar_. T
gdzie U jest encrgia komplementarna, | . iikecyjnn siin uogdlnio=-
na, natomiast Y_ przemicszczeniem v micjscu i kkicrunku dzia%a-
nia Pr'

Ustrdj sprezysto-plastyczny, w ktorym nie wystopuje lokal-
ne odcigzenie, potraktujemy joko cialo nieliniowo sprezystce.
Komplementarna cnergig preta obliczymy przy zaioZzeniu: 1) ma=
teriatu Prandtla o rownych moduach sprezystodci i granicach
plastyczno$ci na rozcigganic i Scisikkanic, 2) zasady zesztyunie-
nia, 3) hipotezy Bernoullicgo. PPominismy czySe napreizenin 6
wynikajgacg z docisliu sil powiorzchniowych (zagadnicnie kontalk-
towe) a takze samozrownowazone ukiady naprezen resztkowych
Br oraz zalozymy, Ze naprg¢zenia styczne dzialaja tylko w rdze-
niu spregzystyn preta.

Poczynione zaiozenia pozwalaja oblicza¢ cnergip z trady-
cyjnych formui, stosowanych w teorii sprezystoscil [64, 4]
przy uwzgle¢dnieniu zmiennoSci charakterystyk gecometrycznych po
diugosci ouszaru uplastycznionego. Zmicnnosc ta zalezy od
ksztaitu przekroju poprzecznego preta (prostokatny, duwutecowy,
teowy itd) a tak:e jest nicliniowy funkcja wytgZzenia clementu.
Ulatego w ogolnym przypadku obliczenic sztywnodci elementu na-
lezy wykonywal numerycznie.

Dla szczegolnych przckrojow popreccznych preta i postaci
obciazenia migdzywgziowego sztywnoSi clementu mozna obliczyd
analitycznic.

W tab. 10 podano wyrazenia analiiyczne na pochodna energii
komplementarncj Ui-k po pewnej zmiennaj X dla clementu (i-k)
o przekroju prostokatnyi nie obcigZonecyo migdzy weziami. Urze-
gowe wartosci wzglednych momentodw zginajacych mi““ifﬁi—k zalc-
za od zmiennej X i moga przyjmowac dowolne wartodci z przedzia-
u [1; -1] . Graniczny stan spregzysty przeckroju wystepuje dla
me = |2/3l.

Wkiad naprezen stycznycih do pochodnej energii ujnuja skiad-
niki ry, rp.
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ilieciiaj przywgziowe siiy przelirojowoe zawarte beda w owek-
torzelM:[Hi.Nk]T. owezns odpowiadajace przemicsiczenia przy=-
wezlowe clementu (e) W401=[<?i.cpk]' otrzymamy =z tab. 10 po
podstawieniu odpowicdnio K=Hi lub “k' Ponicwaz ami/ aﬁiul/ﬂi_k,
to =
wloda B2k e yrl), (geen ] . (15)

e
1.

o i=-k

WW zakresic sprqzystym[mi|< 233, |mk|< 2:3 i po wykonaniu odpo-
wiednich przeksztalcen otrzymnamy znane zwigzki liniowe,
1 1

(2“1"”k)' £, = = (2Hk—ni) .

ti= —
Ol

=l

i-lk

definiujace macierz podatno$ci niezaleznga od ksztattu przekroju
poprzecznego. \/ innych przypadkach wspoiczynniki tg i rg sa
nieliniowymi funkcjami momentow przyweziowych.

Rozproszenic losowe podatnotci elementu z tab. 10(czyli
przemieszczen przyweztowych) oszacujmy przy zatozeniu, ze loso-
wa jest sztywnosSC sprgzysta EI oraz moment plastyczny H=R *i/
Przyjmijmy, Ze smuko$C¢ elementu 1l:ll okreSjona jest determinis-
tycznie. \lykorzystajmy lincaryzacj¢ picerwszecqo rzpdu, Wartoﬁé
oczekiwana podatno$ci okre$la wzor (15) dia oczekiwanych sztyw-
nosci EI= u:-y, HMsuz. Uspéiczynnik zmiennosci mozna oszacoviac
ze wzoru [65]

2. [avser, o I DR .. T3 . e
Vy= | A Yer=2Sh.ex" R er
Uy Uy

gdzie Vﬁ, Vi:ite Q[ g1 ©9zZnaczaja wspoiczynniki zmicnnosici i wspoi-

czynnik korelacji sztywnosci. \/ tab. 11 zestawiono wyrazenia na
pochodne dY/ aul k
nie zaleza od sztywno$ci. Dla ustrojow statycznic niewyznaczal-
nych jest to substancjalna"]

w przypadku, qdy momenty brzegowe li; oraz Hye

cz¢$t pochodnej.

%) Jesli momenty I4,ll); zaleza od sztywnodci, to pochodna prze-
mieszczenia Y=f(Ili,ilK,MHi-Kk) opisujec wzor

AY/AN, _\ = at oMy« 3l /afty_\ + 37/3M,, + Al /8iiy_ .+ 3F/ BN

w ktdérym ostatni skiadnik jest czedcin substancjning
pochodnej.

i=-ke*



17 . Przemieszczenia spre¢zysto-plastycznej belki jednoprzesiowej

17 .1. Jpiyw 8ik stycznych na warto'c¢ ocneliiwang i rozproszcnie
przemieszczenia sprg¢zysto-plastycznych belolk zginanych
poprzecznic

Oce'my wpilyw sil stycznych na przemicszczenin ukiaddw kon-
strukeyjnych, ztozonych z zastgpczych ceclementow sprozysto-plas-
tycznych opisanych w p. 1G6.4.

Rozwazania przeprowadzimy na prostym przyliadzie bellki
swonodnie podpartej o przckroju prostolatnym, obcigZonnj siia
skupiona w Srodku rozpictoSci. \Iptyw sii poprzecznych podzieli-
my na dwie grupy:

a} wpityw naprgzeli stycznych ‘Txy'

b) wpiyw naprgzen SVG”] wywotanych gradientem naprg¢zen stycz-
nych.

\/ tym przypadku rozrdéznimy oprdécz dziatania napregasen prostycn

GYG rownizz dziaianic iloczynu Bx'fSYG.

Poniewaz belka obciazona jest staiy sila styczna, wigc na-
prezenia Syﬁ wywolanc sa tylko zmicnnoScia wysokoSci frontu
plastycznego po diugosci.

W celu obliczenia ugiecia podzieliny belkp o diugo$ci L na
dwa elementy nie obcigZzone migdzy wyziami. Oba elementy mozna
scharakteryzowac parametrami: 1

=L:2, m;=0, mp=n (Lub i =M

- R
mk=0], gdzic mp jest wzglednym ;omcntcm xqinajqcymppod sika °
skupiona. Dla kazdego elementu obliczmy cnergig¢ dopeiniajaca.
Energia caikowita ukXadu jest sumg cnergii elementdw skla=
dowych, zgodnie z zasada addytywno$ci. o wykonaniu rdzniczko-
wania tej energii wzgledem obciazenia P={4ﬁmp]:L, otrzymano

wyrazenie na strzaike ugi@cia'Y: |

%) Gradient naprg¢zen stycznych aTﬁy/ 9 x Vynusza naprezenia
normalne+ SYG= j‘(a'rxy/ ax)- Y, przy warunku brzegowym
syc/y= =c = 0.

Hapre¢zenia te oznac<ono indeksem ¢ dla odrdZnienia od na-
prezen wywozanych dociskiem sit powicecrzchniowych.



- L2 -

Y=Y (B )+ YTy )+ Y8 sl+ ¥ (6,:8,0) =

2

AL 1 (10 14 { J

B | ¢ e Qe = ——— \[i-m Z+0 +
A A P P ) sy
= 2 2 .
sl 1+vy il dn =2 4

S e (_) e L2 . (17)
LGT 10 L V3(1_mp) 3 [Tky} :
e 2 2 4 ,
MLS VamD [H 6-5m

T e I_.—R (—) p 1 5 -~ ‘-]vl\frg +
EI 260 \L 2(1- '
LGS 50 [ mp] IBYG]
r= 2 . - S

I %S ( '_'.) 32 )
: L Vien .
L5t 20 Mo J1(B,6y5)

ia 1'ys. 29 przedstawiono wykres powyiszej zaleiznotci

w funkcji obciazenia m_ dla L:H=06 i wspdiczynnika (oissona

Vo=0,3. RdzZnica migdzyprozwiqzaniem podstaviowym r'(Bx) a catiio=-
wita strzaika ugigcia rodnie wraz ze zwickszajacyn sig wytyze-
niem belki. ¥/ granicznym stanie sprgiystyn (mp=2/5] réznica ta
dla L:H=6 wynosi U8,. i rzy wytgzeniu mp=U,UJ wliktad poszczegol-
nych skiadnikdw do caikowitego ugigcia belki L:l=G wynosi:

naprezen 6, - 655, naprezen Txy - 125, napregief (6y9+ B ® ByG)

- 3.5. Wpiyw naprezen SyG jest dla L:H > 6 przynajmniej 3-krot-
nie mnicjszy od wpiywu naprczen 'rxy' Dlatego naprqzenialﬁysmoz-
na pominac przy praktycznym obliczaniu przemieszczel belek
sprezysto-plastycznych. |

Z zapisu analitycznego (17) wynika, ze wplyw naprezen T;y
na strzaik¢ ugigcia maleje proporcjonalnic do wzrostu kwadratu
smukZosci belki. VWpiyw ten dla L:H=10 i mp=0,95 wynosi na przy=-
ktad okoio 5.

W ogigtnym, granicznym staniec plastycznyn (mpnil sily stycz-
ne powoduja zdazanic przemieszczenia do nieskoticzonobci nieza-
leznie od smukZosci belki. HHatomiast strzatka ugigecia,obliczona
tylko przy uwzgle¢dnicniu naprezen 6;. osinga wartosc skoticzong.
Jest to istotna zmiana jakoSciowa. lalezy zwrocic uwagqe, 2%
fakt ten obserwuje siec teoretycznic dopi~ro po przelkroczoniu
przez obcigZenie wartodci wynilajacej z krzyv~j interakcji
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(gem). Mozna to interpretowac nastgpujaco:
Peine uplastycznicnie przekroju lkirytycznego belki niog
jest jednoznaczne z wyczerpanicn notnoSci obscrwowanym przy

zdazaniu przemieszczeln do nieskonczonos$ci.

015 o i
OJA |
Y(Sx}"’ YIT)()(]*‘ Y'[ GYﬁ} + Y{Gxﬁyﬁ}
013 ﬂ A
0112-_ ATy v A -_]H -.-i]
— e R I
T bk L2 L2 | Y(6 )+ Y(Ty)#Y(Byg) ;
= 1 7
> |
7/
0109 ! Y{Gx}#* Y(T){ﬂ o /...‘.__,.__.._._.._
; 7
i //
I
008 - ” St
: Y ( 6y
| it 4
007 —— e
1 I - -
! /--‘”.—'
0,06 7"",'(-{.-;*"’- o B . .
s
0,05 i
213 0,70 0,75 0,90 0,95 1.00

m,= M/ )
Rys. 29. Zalezno$¢ realizacji strzakki upigcia od wspdiczynni-
ka wytg¢zenia belki o smukioSci L/H=G

VWyrazenia na oczckiwanc przemicszczenia analogicznc do

(17)(przy pominig¢ciu § ) mozna otrzymac bezpovrednio z tab.10.

2
WasnoSci addytywne encigii powoduja, zc addytywne s@ rowniez
jej pochodne wzgle¢dem tej samej zmicnnej.

Rozproszenio ugigcia moZna oszacowat przy wykorzystaniu
wyrazen zamieszczonych w tab. 11. Sumujac odpowiednie skitadniki
z tej tabeli otrzymamy warto$ci aﬁv'aﬁ (w ustroju statycznie
wyznaczalnym momenty przywigziowe nic zalrza od sztywnodci).

Jkiad naprgzen stycznych ’Txy oraz Sx do catlkowiteao

wspbiczynnika zmiennodéci oceniono = wyrazonin annlogicznego
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do (16) . Zatozono, ze §.; { = O oraz V.;= O. Udnuczas mozna

zapisac
= n(BH ) + n(T | 4
A XYy
gdzie n=V /VF,
[3Y (6 011 ] (2 (1 1/3iiJer
X %
n(g )= = i B = -
S ¥ ) 7] Ty Txy} Y6, )+ (T ,,) :

Wartosci wynikajace z tego wyrazenia przedstawiono na rys. 30

20— sy
I L]
18 | {j/ H
] I " (
| P / !
16 ! O~ —10 %]H 1 i
o -
7% S — |— .
<t gl
I — TL/H..AW\// |
. 4 |

10 n ]

A ' __'A
n

— (L/H=4) \/

7

e'Yq-\O U e e
o

0.8

06

04

03

(L/H=10)
095 100

My =Mekst/M

Rys. 30. Stosunek wspdéiczynnika zmicnnolci ecncrgii lub ugitcia
do wspdiczynnika zmicnnoSci momentu plastycznego

Na rys. oU pokazano roéwnicz wpiyw naproizeli stycznych na
rozproszenic energii bellkki. ‘/ykres nic zalezy od wartosSci M0
i Vﬁ .



Rozproszenie encrgii i ugigcin oszacowann metod) lincary-

zacji znacznic przekracza rozproszenie momentu plastycznego
~dla wartosci my bliskich jednoSci. Przy tym rozproszenie ugig-
cia przewyzsza rozproszenie cnergii. Wpiyw naprezeis stycznych
jest wigkszy na wspoiczynnik zmienno$ci encrgii. Jednak wipiyw
ten jest maly przy L/H > 10 i my < 0,90.

17 .2. Pomiary eksperymcntalne przemieszczen beleck jednoprzgsio-

wych i porodwnanic z tecorig

lla rys. 31 pokazano paramctry statystyczne wzqglednej
strzaiki ugigcia, zmierzone w ecksperymencic na belkach jeodno=
prz¢stowych serii ~ i . rrzemieszczenia obscrwowane w seriach
B, C i D znajduja sig¢ v obszarze zakropitovanyn.

Rzeczywiste przemieszczenia ¢ linii Srodhowe] bulcklpoda-
no po uwzglig¢dnieniu osiadan podpdr YL Ype skoticzonej wysolioSci
belki H oraz sSrednicy d waika podporoweao (rys. 32).

Wyniki teoretyczne otrzymano z formuiy (i7) i (15) . -rzy-
jeto wspéiczynniki zmiennosci V3 = o.,, V.= 355, obliczonc na
podstawie rozproszenia modulu E i granicy plastycznoici R « ba=
dai" na jednoosiowe rozcigganie i S$ciskanie (rys. 5 ) oraz geo-

ﬁ = 0.
Jielkosci eksperymentalne odnoszono do $rednicj w serii

metrii przekroju $rodkowego belek (tab.2). ZaZoZono ?ﬁl
=i X

beleck sziywnoici (2b) oraz do przckrojowego womentu plastyci:-
nego (2d).

Z rys. 31 mozna odczytacC, zec roznice wzglydnych przemicsz-
czen dla serii belck o réznej snuklodici obscrwuje sig zarouno
eksperymeniainie jak i teoretycznic. lozbicinod” nicdzy oszaco-
vianiami teoretycznymi i pomiarami przoemicszczou jest s.acuakowo

rowna warto$ci wynikajacej z poninig¢cia napr..en Sy,od docisitu
siZ powierzchniowych (patrz p. 16.5.).

Przemicszczenlia vyznaczone teoretycznic wzrastaja do nic-
skoriczonoéci w oczekiwanym granicznym stanic plastycznym. lato-
miast przemieszczenia z cksperymentu osingaja warto$ci sloticzo-
ne migdzy innymi na skutek umacniania sic materiaiu, ktorepo to
efektu nie uwzglydniono w modolu tecoratycinym.

« poblizu graniczncgo stanu plastyemnego dodwriadezalnie

wyznaczone rozproszenic uqgigec kilkalirotnie przeliracza rozpro-
szeniec sztywnosci belki. Swiadezy to o nizadalkuntnodci
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konwnncjonaln?ch toorntycznych meotod szacowania przemieszczoen

konstruikcji sprezysto-plastycznych.

. qucOSOC
funkcja
sklejana .\oC.p
NC{’LJO“:‘P \ ¥
I X ‘_‘-"
—— —--_?-‘.-"" Tk +.—_ P H
_ sl —\] '
d = ~——— —] __-_____;_...--—" W
L
— s
Y+ Y, H{1 1 CL*CP dft 1
Y=Y _,_L__.E.+__(-+-—_ “thk=l=*+= - g-C
S 2 2\G Cp 2 4\g Cp "L ™P

Rys. 32. .lptyw osiadania podpOr na przcmicszczenie linii
srodkowej belek jednoprzgsiowych

ilie obserwujc si¢ ostabienia belki ( zmnicjszenia obcigzenia
przy zwickszonym ugi@ciu) mimo, zec jest ona wykonana z materiaiu
wykazujacego ostabicnie.Jdest to zgodne z dowodem ficala [5/],
ktory pokazai,zo osiabienic na S$ciezce rownowagi {Y,P) moze byd
obserwowane tyiko wowczas,gdy gorna granica plastycznosci mater-
iazu jest mimimum o 50,; wigksza od dolnej granicy plastyczno$ci.
Badanc belki wykonanc byly z materiaiu o 4, roZnicy doJ.rm-j]|
i gornej granicy pliastycznos$ci.

Na skuteck rodiznic rozdzieclczodci aparatury pomiarowej w roz-
nych typach badan doswiadczalnych wystg¢puja roZnice fcorctycznych
i doswiadczainych wspoiczynnikow zmiennodci.Oczwizqgle:dna strzaika
ugiecia dla m=0,5 w scrii A wynosiza okolo 0O,15mm,natomiast
w serii E oko%o 1,17nmm,co dla dokzadnodci aparatury ok.0,005mm
daje odpowiednio biad 3, i 0,5,. £ rys.31 wynika,c w zakresie
sprezystym micerzono przemieszczenia o niecwiele wigkszym rozrzucie.
Podobna analiza przeprowadzona dla prdéby rozcingania i Sciskania
swiadczy o bigdzie aparatury rzedu 3., to jest nicmalZze rovinym
teoretycznemu wspotczynnikowi zmicnnowuci przemieszczen sprozys-
tych. Nalezy podkredlic, Ze powy:cj przedstaviono analize biegdow
losowych-a nic systenatycznych,wicc ni2 najn onne wplywu na

wartotci oczel:iwano prromiaszenon v dnra) acrid pomiarou.



18. Badanie jecdnoczesnodci zakoticzenin procosu fornowanin sip

prazeaqgubdw plastycanych

18.1. Wpiyw sil stycznych na procoé uplastyczniania belek

-~
ro

wylkonanych materiatu Prandtla

Przez graniczny stan plastyczny ustroju vylionaneao z ma-
teriaiu Prandtla uznamy taki stan, v ktorym prrzenicszczenio
sprawcze daza do nieskonczonosci. Talkin zachowanie helki mozli-
we jest po utworzeniu peinych przequbodw plastycanych niezbed-
nycihh do uruchomienia mechanizmu plastycznego.

W p. 17.1. pokazano, Zc uplastycznicniec caloqgo przeiiroju
poprzecznego belki statycznie wyznaczalnej nic nmusi byc jedno-
znaczne z utworzenien peinego przcqubu plastycznaeqgo. llaledy
podkres$lic, ze posiugiwano si¢ przy tym tecorig opartn na ~maZioZe-
niu maiych przemieszczen.

Bez naruszania zasady zesztywnicnia, alc przy uuzglodnice-
niu sit stycznych,mozna wykazac tecoretycznie jednoczesnolc two-
rzenia si¢ peinych przecgubdw plastycznych w granicznym stanic
plastycznym belki, co pokazemy na przylkiadach.
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Obliczmy wspolczynniki wytgZzenia przekroju nad poupora m.
oraz pod sia my W funkcji obciazenin I' dwuprzestowej belki po-
kazanej na rys. 33. £ uwayi na synctrig rozpatrzny polow, Lolki,
podzielona na dwa elemcnty:

P’ 1i-k=1' Omi/amx=u, amk/amx=1/d,

element 2 - mi=-mp,mk=—mx. 1

Pociiodne momentdw po hiperstatycznej m, wyznaczono z warunku

element 1 - mi=0, mj,=m

jak=1s dmy/dm =~1/2, dm /dm, ==-1.

rownowagi wiazacego mp img
b !

M = [l = == ,
il

p X
przy zaiozeniu, 2e oucinzenie I’ jest statyczne, wicc nic podle-
ga wariacji.

Wlarunck kinewmatycznej dopuszczalno$ci moina zapisac w pos-
taci QU/ amx=u na podstawie iwierdzenia (14). skladajac odpo-
wiednie skiadniki z tab. 10 otrzymano nieliniowe rdwnanie

F(O.mp,l)+ F{-mp, =i 1)=o0,

ktorego pierwiastki wyznaczono numerycznic. ./yniiti obliczen

naniesiono na rys. 33.

Przekroje krytyczne vichodzy w zakres poczaspro.ysty przy
roznych obciazcniach. rhzckrdj calikuwicic sprezysiy zachowuje
si¢ nieliniowo, jesli tylko jeden punkt ustroju uplastycznil”)
sig.

Jesli uwzglednimy sity styczne, to zakoticzenie formowania
przegubdw plastycznych w prz¢sle i nad podpora nastgpuje przy
tym samym obcigzeniu. llozna pokazac, Ze sa to przecquby poinn,
tzn. prowadza do nicskoticzonych przemieszczell osi belki pod
siia.

Jesli pominicemy sily styczne, to przeogub plastyczny utwo=-
rzy si¢ najpierw pod siia przy obcigzeniu 2,08 Pl/ﬁ, a nad
podpora dopiero przy obcigaZzeniu 3,00 Pl/ﬁ. Mrzcquby plastyczne

utworzonc w ten sposob nic sa pe4ne, czyli przemicszczenic osi
belki jest skoliczonc.

» ) Podobny ecfekt nicliniowoSci zaobsecrumuano v przebiscqu ifo-
chrom punktow sprezystych, wspdéipracujocych z punktami
plastycznyni (p.t).



mpsmx

90

J
Wl pracy [52] i [55] rozpatrzono podobny belky i stwierdzo-
no, ze przy pominigciu six stycznych przcguby plastyczne powista=

rozviaza-

ja jednoczes$nic. VW Swietle przedstawionego przyi:lndu,qL

nia zawarte w tych pracach sa nicscisic.

Wipiyw podatnosci podpdr na jednoczesnos¢ tworzenia sicg
przeguboéw plastycznych zilustrujemy na przykiadzic belki dwu-
przgsiowej ze sprézysta podpora skrajna (rys. 34). Obliczenia
analogiczne jak w przyiktadzie z rys. 33 wykonano tylko przy
uwzglednieniu sit stycznych.
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Rys. 34. \lykres pracy veiki ze sprezysta podporag

Energia uktadu zwigkszana jest przez encrgig¢ podpory Uspr=V2K/2
gdzie V jest reakcjq podpory a K stata podatnosici. Zjawisko
jednoczesnosci tworzenia sig przegubdw plastycznych jest znacz-
nie osiabionc przez podatnos¢ podpory. Dia nieskoliczenie podat-
nej podpory belka zachowuje si¢ jak jednoprzysiowa.
Jednoczesno$C tworzenia peinych przequbdw plastycznych

W granicznym staniec plastycznym belki na waizne konselwencje
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praktyczne z uwagi na =zakorzenionga w Swiadomodici badaczy zasadg
kolojnego powstawania przcoubdw plastycznych w tralicie pracy
ustroju wykonanego z materiazu Prandtla, lla tej niesituszncj
zasadzic oparte s3 konwencjonalne algorytmy obliczania kons-
trukcji sprezysto-plastycznych.

Uwzglednienie siz stycinych powoduje, ze schecuat statycz-
ny ustroju pozostaje niczmicnny do monontu zniszczonin. Fakt
ten znacznic upraszcza algorytmy numoryczne, nimo e nalnzﬂ
przy tym uwzglednic¢ gladka, ciggla -minng sztyvnos$ci ustroju
wraz zc zmiana obcigZzenia.

18.2. ’roces formowania przecgubdw plastycznych v belkach

rzeczywistych

Proces tworzenia przegubdw plastycznych zbadano elisperynen-
talnie na belkacih dwuprzcskowych (rys. 6 i rys. 35).

Za miarg¢ wytezZenia a takze uplastycznienia przekroju w nicj-
scu formowania si¢ przequbu plastycznego przyjeto wspodezynnik

m=11/l1, gdzie ii jest przekrojowym momentem zginajacym.

Przekrojowe momenty zginmajace oraz realicje moina oszacowac
przy wykorzystaniu zmierzonych sitomierzoem rcalkcji podpory
skrajnej ¥ (rys. 55). Jednakze duzo wicksza dokiadnodd uzyski-
wano przy obliczaniu wielko$ci statycznych na podstawie pomie-
rzonych odksztalcen Ei‘ Sposrod wszysthkich tensom2trow naicle-
jonycih na gornej i dolnej krawndzi belitd tylko nicliczne wyka-
zywazy odksztalcenia plastyczne i to przy zoauansowanych obcia-
zeniach. Granice sprezystych odiksztaXcen ustalono na Eowl,AOﬁoe
biorgc pod uwage wyniki prob rozciagania i Sciskania. Postepo-
wano wedtug algorytmu (oznaczenia na rys. 35 ):

a) na podstawic sprecystycin odksztaicen Ei obliczono przeckro-

jowe momenty zginajace z zaleinosci

Hi= 81‘ i;;:“.'f. [131;--0'5]

Dla dziesigciu picrwszych pomiarow odisztatcen (gdy Ex 1'8I3
byiy jeszcze sprezyste ) i/ obliczano z waruniku rdwnowayi

Pk
o= .

° =1 SO
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Obliczone w ten sposub s<iywnosci integraline rozniiy sig migdzy
soba nie wig¢cej niZ o U,v ,,,a vbyiy okozo 2, wivksze od wiclkosS-

ci wynikajacych'z pomiarow geometryc.nycir.

b) Z warunku prostoliniowo$ci momentu zginajacego obliczono reak-

cje VC:
G 2 Hi/(El-xi) dia 4=1,2.3.,4 v prz¢$le nieobeigZonym ,
e Mi/(zl—xi)—Pl dla i=5 v oprzesle obciazonyw .

¢ ) Z warunkow rownowagi obliczono przckrojowe momenty zginajace
q = « 2] i~ = ok +P/ « |
M= V21, My (zvC /2) i

oraz reakcje pozostaiych podpodr.

Obliczenia prowadzono dla kazdej recalizacji belki (5 belek
w serii) i kazdego tensometru osobno (5 tensometrow podiuznych
na jednej belce). Uzyskiwano wigc dla jednego poziomu obciasze-
nia okoio 2% realizacji danej wielkodci statycznej. Wszysthkic
te realizacjc stanowiiy podstawy do obliczenia wartodci oczeki-

wanej i wspoiczynnika zmicennosci.

Na rys. 35 polkazano proces prowadzacy do zakoticzenia
formowania si¢ przegubdw plastycznych w przckroju podporowym
i przg¢siowym belek dwuprzgstowych serii F oraz serii tl, Linia
ciagla pokazano zalezno3C teoretyczng wytozenia m od obcinzo-
nia Pl/ﬁ, obliczone przy uwzglednicniu losowej sprozystosci
podpdér. Linia przerywana z koikami oznaczono wyniki pomiarow
doswiadczalnych dla scrii belek F, natomiast linia ciagia

z kropkami wyniki pomiarow dla serii belel: I1.

Obliczenia teoretyczne wykonano przy uZzyciu, opracowancgo
przez autora, programu komputerowego .FLADEL'LCH". Zastosowano
belkowy element zaste¢pczy, opisany w p. 16.4,unuzgledniajacy
skoficzone streiy plastyczne oraz napr¢zenia étyczno. Uwzgled=-
niono losowe rozproszenic sztywnosci spree:ystej oraz przekro-
jowego momentu plastycznego elementow bellkowyech a talkze losovie
rozproszenic sprezystosci podpor. V progranic zastosowano metodg
linearyzacji stochastycznej, przebicgajicej v otocrzeniu wartosci
oczekiwanych wielkoSci losowych. artos' oczekiwanga i wspoiczyn-
nilkki zmicunodci sprozystodci podpdr oceniono na podstawic badain
dodwiadczalnych, jali politazano w p. 17.1.

#
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W poblizu oczekiwanugo stanu plastycrnaao belki wystepuja
rozbicinoSci pomivdry ovsiacownniani teoratycznymi i poniarami
(rys. 35). Dla teoretycznego modelu Urandtlia peine uplastycz-
nienie wszysthkich przeguhdw nastopuje w tej samej chwili.
Hatomiast w ustroju rzeczywistyn wystupuje rofinica v cizasie
uformowania si¢ przaaqubow plastycanych. ila skutek wmnocnienin
materiaiu rzcczywistej belki oraz diziatania naprezen 6}’ od
docisku si powierzcihniowych przziroj przesiowy moze przenosic
momentf]p>fﬁ. Jednoczednic nastepuje odpowiecdnic (wynikajace
z warunkow réwnowagi) zmniejszenie wytgizenia przeiroju podpo-
rowego.

Obserwuje si¢ zwiglkszenie losoweqo rozproszenia sit prze-
krojowych zwigzane z przebudowq struktury materiaku na poczat-
ku uplastycznienia przckroju. Po uporzadkowaniu strukrury ma-
teriaiu, czyli wraz ze wzrostem wzmochienia nastepuje zmnicj-

szenie rozproszcnia.

18.3. Interpretacja zjawisk w procesic uplastyczniania belel
J ;

rzeczywistych na podstawie badain fotomechanicznych

Na rys. 36 pokazano fotografiec izochrom wylkonane na bada-
nych belkach dwuprz¢stowych:tuz przed peinyn uplasiycznieniem
przekroju przesXowego (rys. 306a), tuz po jego uplastycznicniu
(rys. 30b) oraz tuz przed uplastycznienicm przckroju przypod-
porowego (rys. 36c). I'rzy ostatnim obcinzeniu warstwa fotome-
chaniczna w okolicach sity czynncj ulecgia zniszczeniu. J

i‘roces uplastycznicnia belek dwuprzoslowych na wspdlne ce-
chy z propagacja stref plastycznycin w belkach jednoprzeslowych.
Najwazniejsza cecha jest istotny wpiyw naprg:en normalnych od
docisku na strefy plastyczne. Haprg¢szenia te nie pozwalaja
uplastyczni¢ si¢ przekrojowi pod sizn bierna i czynniy. ila sku=-
,tek tego peinemu uplastycznicniu ulegajQ pr«eikroje w pewinej
odlegio$ci od sil skupionych. UdlicgZoic t¢ mouzna ocenic¢ zgodnic
z krzywymi regresji (3) wyprowadzonyni dla Leliek jednoprzesio-
wych. Roéwniez ksztalt frontu godrnego i dolneyo molna dobrze

opisac zaleinosciami tcoretycznymi.
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ila rys. 36 widad wyraunie, Ze peine uplastyczniocnie
przekroju przypodporuwegu nastgpuje « pewnyn opo.inicnien
W stosuniku do uplastycznienia przeckroju przysiowego. Jesli
rozpatrywac okolice sity skupionej, tu peinemu uplastycznie-
niu w pierwszej kolejnosci ulega przekrdj = tej strony sity
skupionej, gdzie dzialtajg wickszec si*y styczne. Dotyczy to
przckroju po prawej stronie zewngtrznej sity czynnej
(rys. 36a) i lewej stronie sity biernej (rys. 3tc).



19. Vipiyw sprezystosci podpor na przemieszczenia sprizysto-

-plastycznych belek statycznic nicwyznoczalnych

19.1. Losowe podatnoéci”)podpér belek rzcczywistych

i/ celu oceny wpiywu podatnosci podpdr a szczeqolnie ich
losowego rozproszenia na przemieszczenia belek osrzacowano
sztywnosc¢ podpor wszystlkich badanych belok duuprzestowych.

Podpore¢ skrajna C ( oznaczenia na rys. 37a) skonstruowano
z sitomierza (rys. Ga). Przez to $wiadomic wprowadzono podat=-
nosc tej podpory. Pomiary prowadzone w trakcic skalowania si-
zomicrza (p.4) wykazaiy proporcjonalnocc obcigzenip i ungieccia.

5mm/kH ze

Stata podatnos$ci sitomierza wynosi okozo Kcnau'lu_
wspoiczynnikiem zmienno$ci Vig=0,1- Jartosci wzglodne tej
statej k=K*§}:13 beda rdzne w zaleznodci od diugosci przgsia
21 oraz sztywnosci przekroju &l. Uwzglgdniuuie Srednich war-
tosci dla danych serii belek daje k,=146-10"" dla serii U
oraz kc=723'10"3 dla scrii F. Uspdkczynnikiznienno$ci podat-
kcﬂo'l *
Miezamierzone podatnosci: podpory Srodicowej KK, oraz

nosci wzglednej sa niezalezne od gcomectrii belel::

skrajnej w prze¢sle obcigzonym,wyznaczano na podstavic pomiardw
wykonywanych w trakcie badall zasadniczych. Obliczano stosunck
pomierzonego osiadania podpory i jej reralcji. Osiadanie podpor
mierzono czujnikami zegarowymi o dokladnoici 0,001 nm, co dla
Srednicqo ugivcia podpory Srodhkowej Y, =0,040m, pray Ps0,05 PpL
- dajec dokzadno$c czujnilka 5.,. Reakcje podpor wyomnaczono na
podstawic odksztaXcenn belki, w sposodb opisany w poprzoednin
punkcic. Przy wyznaczaniu reakcji podpory $rodkownj popreiniano
b1ad nie przciiraczajacy 1,5 niemalizz od poczathku obciazeonia.
Biad pomiaru podatnoSci podpory Sioditowe viynosi wic okolo 4,
dla umiarkowanych wartoSci obcigieni, Dla podpory skrajnej oraz
dla maicgo obcigzenia bigd ten jest nicco wigkszy.

Vlartosci oczekiwane oraz wspozczynniki zmizcnnodci podat-
nosci Ky podpory skrajncj oraz N podpory trodkowej w funkcji
wzglednego obecigzenia belek serii i- i il=podano na rys. 37.

%) Podatno$cig nazwano przemicszczenic wywolane jodnosthkowa
sily (zgodnie z konwencja mechanili budowli).
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Rys. 37. l'odatnodci K\ i kg podpur belek dwuprzosiowych:
a) serii I, D) serii ll.

Podpory mozna tralitowac¢ jako liniowo sproiyste, a wartosci
oczekiwane podatnodéci sa szacunkowo sicdmiolirotnic mnicjsze od
podatno$ci sitomierza.

Interesujacy jest duxzy rozrzut statystyciny podntnodci
podpér: rzedu kilkudziesigeiu procent, a dla podpory drodlove j
belek serii F bliski 20¢,, przy poczatkouych obceiazeniach. Hie=-
wiclki wiklad do tego rozrzutu majs wynionionne wvyinj nicdoiciad=-

nosci pomiardw. Znaczne rozproszenir podatnosci podpdr moZna



uwazac¢ za ogoina wiasnosc rouoczywisuych konstrulieji, wynikajaca
przede wszystkim z niedopasowania geconctrii konstrukcji do
geometrii podpor.

v/ przedstawionycii badaniach wodelowrych stuorzono warunki
niemal idecalne do zniwelowania rodznic w wysokosciach podpor —
poprzez regulowana wysokoSé podpory sikrajnej. Badania prowadzo-
no na tej samej podporze bez zmian rozstawu waikow podporowych
w danej serii belek. ilic wyst¢powazy wircc zmiany diugoici przg-
set lub pierwotne luzy mechaniczne. ./ rzeczywistycih konstruk-
cjach wystgpuje wigkszosc wymicenionyci wiyzej odstypstw od ide-
alnego modelu teoretycznego. Ulatego rozrzuty podatnoSci podpor
moga byc¢ znacznie wicksze.

19.2. Froces przemieszczelh badanych belck dwuprzgsiowych
i porownanie z tcoriq

Ha rys. 58 pokazano trcend oraz wspoOxczynnilki zunicnnosci
przemicszczenia Y osi belek dwuprzesitowych serii IF i Il pod si-
ta czynna. Liniag przerywang i ciggiqg z koikani przoedstawiono
wyniiki pomiardw, natomiast ciagia linia gruba odpowioednic obli-
czenia teoretyczne otrzymane z progranmu . LaSEL'LCHT . J

W obliczeniach teoretycznych uwzgledniono losowa sprozys-
tos¢ podpdr oszacowana v p. 19.1.

Proces przemieszczetl belek dwuprzosiowych ma wspolne cechy
z przemieszczeniami belek jednoprzestowych (p.17.2), jak na
przyktad rozbieznod$c migdzy oszacowaniamix tcorctycznymi i po-
miarami na skutck dzialtania napro¢zen od docisku si: skupionych
a takze silnc wzrastanic przemieszczen oczelkivanych i ich roz-
proszenia w poblizu granicznego stanu plastycznecro belki.

Interesujacy jest wpiyw losowej sprezystosci podpor na
przemnieszczenia belck. Ha rys. 38 linin dwukropkovia naniesiono
teoretyczne rozproszenie ugic¢, otrzymanc przy zaioieniu deter-
ministyczniec podatnych podpor. Obliczone w ten sposob wspoi-
czynniki zmiennosci przemieszczenia sa szacunkowo o 60, mnicj-
sze od wspozczynnikow zmiennofci otrzymanych przy losowych
podatnosciach podpdr. ‘/ynika stad, Ze w lonstrukcjach rzoczy-
wistych wigkszo$¢ rozrzutu statystyc:ineno przenizezczell oraz
przckrojowych sit jest spowodowane rozproszenicn podatnosci
podpor.
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Przemieszczenia punktodw belki w przesle niecobeigzonym,
mierzone czujnikami zegarowymi (rys. 4) maja przebieg podobny
do ugigcia belki pod sizg. Mozna wigc stwicrdzic, Zze przcemie-
szczenie sprawcze konstrukcji jest to przemicszczenic dowolne-
go punktu fragmentu konstrukcji, ktory uczecstniczy w procesie
zniszczenia. Nalezy wspomnicec, Ze konstrulkcja moze ulec znisz-
czeniu lokalnemu lub globalnemu.

Pomiary wykazuja dwa obcigzenia, przy ktorych wystgpuje
zwigkszenie rozproszenia przemieszczen., V/ p. 18.2. pokazano,
ze odpowiada to poczatkowi przebudowy struktury materiazu
(uplastycznienia) kolejno przekroju obok siiy czynnej i prze-
kroju przypodporowego. |/ obliczeniach tecoretycznych wystypuje
tylko jedno maksimum rozproszenia ugi .cia. Réznica mipdzy
oszacowaniami teoretycznymi i pomiarami spovodowana jost
wzmocnicniem materialu rzeczywisiego.

Zwigkszenie losoweqo rozproszenia ugi cia przy maiych
obciazeniach spowodowiane jost rozdziclczoucin czujnilidw pomia-
ru przcmieszczch.

Halezy zwrocic uwage, ze w obszarze spriizystym okolo 3., zwicn-
nosci teorctycznej pochodzi od niedok.adno$ci aparatury stoso-
wanej przy oznaczaniu moduiu Younga w probach rozcingania

i sciskania. -



20. Kryteria szacowania graniczncj noS$no$ci belek

na podstawie procesu przemicszczel

Porownanic granicznej nosnod¢ci plastycznnj bhelek udcéyta—
nej z obrazow izochrom z przemieszczeninni charalkterystycznymi
daje mozliwo$¢ ustalenia obiektywAych kryteriow szacowania gra-
nicznej no$nosci belelk na podstawic procesu przenicszczen v ba-
daniach niszczacych.

Podawany w literaturze [7, 13, 15 itd] brak stabilizacji
przemieszczell rzeczywistego ustroju zginancago nic moZe stanowic
kryterium wyznaczania granicznej no$nosci plastyczn2j. '/ ckspe=
rymentach ze wzgle¢du na wzmocnicnie materiaXu obserwowano zaw-
sze stabilizacjg przecmicszczen.

Przy obciazeniu o wiikszej wartosci do osinqgnicia rowunowagi
statycznej potrzcbny jest diuis:y okrns crzasu. Uiugosc
okresu stabilizacji zalezy rownicz od predkosci ohcinizania przy
dochodzeniu do danego poziomu sity i jest krdis..a priy wnizj-
szej predkosci.

Mo$no$c graniczna wyznaczona nctoda stycznej (opis metody
w uwadze na str. 15) jest znacznie mnicjsza od Ppl odczytancqgo
z obrazéw izochronm.

FMozna wyroznic dwa obiektywne kryteria szacowania qgranicz-
nej nos$nodSci plastycznej na podstavic <ciezol: rarmnavwagi belok:
metode cekstremum wariancji przemicszczenia oraz woetody predkos-
ci krytycznej przemicszczcnia.

lletodg ckstremum wariancji przemicszczoenia podang przoz
Kowala i in. [11], opisano w uwadze na str.15 . lirtoda ta nada-
je si¢ do obecigZen ustalonych.

Predkosc krytyczna przemieszczenia moina micrzyc wartoscia
przyrostu przcmiceszczenia charakterystyczneao v jednostce cza=-
su obserwowana po przyloZzeniu obcigzania roun=qo qranicznej
nosnos$ci plastycznej bellki. W/ eksperyncntach prowadzonych za-
rowno na belkacih jednoprzgslowuych jak i dvuprzosiovnych syste-
matycznie obsecrwowano, Zc¢ krytyczna preodliodcin przeninsmczenia
jest 1o procentowy przyrost przemicszczonia w cingu ninuty od
chwili statyc:nego prazy2oienia obeinZonin, iialery dadac, Ze
dany poziom sily uzysl:iwano przy prodhkosci obciarania~0,1 kil/min.
Kryterium powyzsze moizna stosowau do veceny granicznej nodnobci

plastycznej jednej “onstrukecji.



21. Losowa no$noG¢ plastyczna belek zginanych poprzoecznie

Rozpatrzmy przekréj krytyczny Helki zginanoej poprzaecinie
i okreslmy jego losown notnoSc plastyczna. ~aléozmy, Zze stan
przekroju jednoznacznic opisuje wektor z momenten 1 i sidy
poprzeczna Q jako wspozrzednymi. ilonsckwencja tego zaloZenia
jest pominiccic sanordvnmowazacych sig¢ napreion oraz naprezen
normalnych od docisku sil powicrzchniowych. Odlealos$c prze-
kroju krytycznego od sily skupionej oszacowano v p. 11 pracy.

Losowy nos$no$c plastyczng przchkroju belki zainanej poprze-
cznie mierzyc bedziemy dwuwymiarowym welitorem losowym ﬂ]f‘-’[ l-l,r-:l]
Hiech zmicnna R integruje wszystkic imperfekcje wainriazown,
natomiast zmienna H wszystkie niedoskonalodSci geomotryczne

przekroju. \Wspdirzgdne nosnotci przekroju opiszmy aleznoSciamics

o= Penr -, Q=38R il (13)

gdzie ﬁ i & potraktujemy jako deterministyczne wspolczynniki
zalezne od ksztaitu przekroju oraz stosunku agranicy plasiycz-
no$ci przy rozcigganiu do granicy plastyczno’ci proy fcinaniu.
iWa przykiad dia przeliroju prostokatnego: ﬁ:E::A, O =i (=2
dla hipoiozy Treski-Guesta), b= szoerokosSd przolkroju, H- wysoko$c
przekroju, R= granica nlastycznobci pray rozcingnniii,
Oygdinie i nalezy interpretowac jako uyniar charaitorysiyczny
przekroju,a R jako pordwnavicza granic,. plastycinouscl.
Kowariancje zwiennych (18) noina oblicrmyd bhazposrednio
z deiinicji opecratora wvartosci oczeliivanych hoxz akkadania
postaci dystrybuanty M. i przypadku bralu keorelacji mi doy

w 1 ii kowariancja ta wynosi

1t

COV‘lz.i,- b] =

)= /-2)‘5 [J";'-'R ( d"3il+"ﬂ"z‘HH + 1l + i (g: ot 24 g..iz_-\”” '
gdzie Kpdd g - oikreslajy wartosds ocichkivang oraz i-ty centralny
moment zmiennecj K. i'rzy zafoceniu uraku skosnodci rozkiadu U
[p3H=0} oraz maiego rozproszenia Il i i = z powy#szej formuiy
wynika zaleznos$c na wspoOiczynnilk korslacii ftunkeyinej micdzy

i 4 \
D, o flmedoera, (19)
(1,0 (n+2/n) <1

gdzic n=V:=V“ jest stosunldien wospolermynnibkdw zmionnosci R i e
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Hinimalny wspoOXczynnik (29) wynosi 0,94 przy n=/2. Tak

silna korelacja micgdzy [i i a wystepuic przy bhraku dorelacji
migdzy R i Il. Tymczascn wilasnodci materindiu i geometria prze-
kroju sa skorclowanc statystycznie, a stopicn tej korelacji
okreslony na drodze badan statystycznych noze byd duZy.
Rozsgadnic jest przyjac peina korclacje micdzy plastycz=
nym momentem i siij poprzeczna. Jtedy rozkiad losowego wektora
[ﬁ,é]mozna scharakteryzowal jednowymiarowym rozkiadem jednej ze
wspOirzednych, gdyZz obie wapdlrzodne powiszane a0 v poini

okre$long zalecznoscia funkcyjng.

Jesli rozklad statystyczny no$nodci przekroju opiszemy
dystrybuanta Fﬁ(ﬁ). to

Q = k,* i, (20)

gdzie k=& : (A H) na podstawie (1U) i przy zaloZonin Q;ﬁ 2= K
= r o=
Przekroj krytyczny rcalizacji belki nie ulecgnie zniszczeniu

plastycznemu, je$li zachowana bgdzie relacja

A

],

dla realizacji losowego wektora 1 i [l Uperator .< " zdeii-

W= [ii,u) <=,

niujmy przy uzyciu rownania plastycznej krzywej interakcji
w postaci

M9
f -, =
n' g

wigazacej realizacjc sii przekrojowych i wytrzymalosci przeliroju.

-1 <0, (21)

Zredukujmy nicréwnosc(21) do postaci jednowyniorovioj
= TU < 0, (22)

v ktorym I jest realizacja zredukowanego noncnuu zginajacego
powigkszonego przez sily styczne. i'o odpowicdnin przoksztazice=
niu lewych stron nicrownodei ([21) & [22), monent [, noinn

zapisac w postaci
My = iyt I (23)

vspodiczynnik k” zalezy od k,-l oraz konkratnej postaci (21),
Ha przyktad dla przcliroju prostoizntnego i lkrzywej inter=

2
=

>
akcji SJobhotli m “—'-q“-l\- 1, otrzyuany
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1

ol
q fa
K,,= 1+ (4——) ’ (24)
H I, 11

gdzie 11—? :1l dla hipotezy plastycznofici Treski,
Dla wspornika obcijzonero siki skupioni w odlarlosici 1
od przekroju krytycznego wzér (24) przyjmie postac

ﬁ 2
kI = 1+ St .
: 21

Zgodnie z tym wzorem kF=1’U3 dla 1l:H =2 i szybko maleje wraz ze
zwickszajgcy sie smukXosciy wspornika,

WspéZczvnnik k jest deterministyczny dla populacji belek

wy te Zonych determlnlstycznyml siami przekrojowymi, jesli )
*

Dotyczy to belek statycznie wyznaczalnych z nielosowym obci Zeniem
i geometriy uktadu, podlegaj:icych krzywej interalecji typu réwna-
nia Sobotki. Jednakze ze wzgledu na mate wartodci wapé¥ezynnilka
kN’ z wystarczajacg dla praktyki doktadno®cin mofna praoyjié, ze
kM jest deterministyczny rdévmiez dla belek nie spelniajicych
powyZszych warunkow,

funkcja f w rdéwnaniu interakecji f(m,q)=1 jest jednorodna

W przypadku ustrojow statycznie niewyznaczalnych zachodzi
redystrybucja six przekrojowych i stosunek N:I w przekroju nie
jest staty dla rdznych obecigzen. Dlatepo ccisk . warto: ¢ wspdi-
czynnika kH naleszatoby wyznaczal w vnrocedurze iteracyjnei. Nie
popetnimy jednak duzego bXydu, jesli oszaenjemy wartodd Ky
w oczekiwanym stanie rfranicznym procstero zrminania belki i préyj-
miemy, %e wspd¥czynnik ten jest staty dla dowolnego poziomu
obcijzenia. Podejécie takie prowadzi do niewielkiero niedosza-

cowania no$nosci ustroju lub niedoszacowania jepo bezpieczenstwa.

Powyzsze rozwazania dotyczg przekroju krytycznepo belki,
ktéry wyst¢puje poza obszarem sprawczego dzia*ania naprqzen 5
od docisku sit powierzchniowych (patrz p.11).

Jesli zdecydujemy siy na wyznaczanie przselirojéw krytycznych
na podstawie maksimdéw momentdéw zminaj cych, to konieczno:i'é uwzgled-
nienia git stycznych Db2dzie praypadkien sneserdlnym, WapdXezyn-—
nik k,>1 w formule (23) nalezy obliczaé w praypadku

%) Funke ja wielu zmiecnnych (- 49 oy gees) Jrnbt iodnoradna vra,du n
Jesli £(Axy, Ampyenn)s AT £l ,0lL),
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braku reduikujaceyo wpiywu naprcich 6 to znaczy wtedy, gdy

N
naprgzenia Efy od docisku i napry:enin 6x od zginania sq
roznych znakéw. lia praoykiad sita dociskajgcn (Lub 1ozcingaja-
ca) moie byc przylozona do pasn rozciggaucqo (iu’y dciskancgo)
albo niekorzystne napregzenia moga byd przchazywane na wysokoS-
ci przekroju. Zwyikle mozna przyjuowac iy;=1. S:czegﬁlnejmanali—

zie nalezy natomiast poddacC przeckroje, dla ltdorycn q=1:0> 0,0,

rowyzej zredukowano wymiar probabilistyczneoo zagadnienia
bezpiecczetistwa plastyczncqgo przceclroju prota zginancqgo popirzuecz=
niec z uwzglednicenienm siz stycznych. Zaniast okre’lenia prawdo-
podobiclistwa zdarzenia opisanego nicroviuscina (21) wiystarczy
okresli¢ prawdopodobiciistwo zdarzenia (22). Soraala (22) na
postac analogiczna do klasycznych warunkow probabilistycznych,
umozliwiajgca stosowanic procedur opracovanych dla ustrojow
zginanych bez udzialu sii stycznych.

Procedury szacowania niezawodnoSci i granicinej nodénosci
plastycznej konstrukcji poddanych zainaniu prostoemu v ktdrych
nosnoéci plastyczne przckrojow krytycznych sa niczaleZznymi
zmiennymi losowymi podaje wiclu autordw. uvdpowiednie adaptacje
twierdzen nosnos$ci graniczncj opracowali Augusti i 3Baratta
[4, 5] . Metod¢ Barlow i Proschana [8, 9] adaptowali do potrzeb
konstrukcji budowlanych Uziubdziela i lowal [2L]. Losowa nos-
nos¢c konstrukcji nalezy znajdowac w optymalizacji stochastycz-
nej. Zestawicnie zagadnien optymalizacji stochastycznecj moZzna
znale#¢ w pracy przegladowej [73].



22. Uwagi i wnioski

W pracy oszacowano wpiyw sit stycznych na proces zniszcze-

nia, nosno$é oraz przemieszczenia sprezysto-plastycznych belek

zginanych poprzecznie. Szczegdlny uwapgs zZwrdcono na wyjasnienie
zjawisk fizycznych w stanach krytycznych belek, na uzytek szaco-
wania przemieszczen i nosnosci granicznej 2zYozonych uktaddw

konstrukcy jnych.

W pracy wykazano lub udowodniono mig¢dzy inmymi nast;pujace
tezy:
1. Istotny wptyw na mechanizm zniszczenia, ksztaXtly i propapgacje

4.

frontéw plastycznych oraz nofnosé plastyczny belek zpinanych

poprzecznie maja naprqéenia By pochodziace od docisku sik po-

wierzchniowych. Naprg¢senia Sy powodu ji:

1.1. Zwigkszenie granicznej nosnorci plastycznej belki ponad
wartoié wynikajiyci 2z konwencjonalnych teorctycznych krzy-
wych interakcji momentdw zginajicych i ail poprzecanych.

1.2. Brak peinego uplastycznienia przekrojow pod sitry skupiong,

1.3. Przesunigcie przekroju krytycznero belek o t od sity
skupionej. Dtugosé¢ odcinka sprawczepe dziatania napregsen
ﬁy mozna szacowal wedXug formu¥ podanych w p.11.

W obszarch nie objgtych redukujacym dziaXaniem naprpzen 5y
oczekiwane frenty plastyczne dobrze opisuje techniczna teoria
prostepo zpginania belek. W tych obszarach naprefecnia styczne
nie wptywajy praktycznie na ksztaXt i propapacje stref plag-

tycznych.

Potwierdzono doswiadczalnie, #ze obazary belek nplastycznione
zginaniem ( napn;zeniami Sx wywotanymi momentami zpginajjcymi)
nie przenosza obcigzen poprzecznych. VWniosek ten, wynikajijcy

z badan fotomechanicznych, jest silnym arpgumentem za hipotezgy
rozk¥adu naprezen stycznych w jadrze sprpzystym prazekroju

i za stowarzyszony z t3} hipotezy krzywy interakcji zginania

i scinania, '

Posrednie metody szacowania granicznej nosnodéci plastycznej
belek (wykorzystujice pomiary procesu przemieszezen lub
proparacji stref plartycznych ) nie daja atatystycznych podstasw
do wyboru hipotezy roszktadu napr;Zen w przekroju poprzecznym

belki i krzywej interakcji,
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5. Realizacje frontéw plastycznych maja ksztait niercgularny.
Nieregularno$c ta ma charakter losowy =zwinzany = rozmicsz-
czenicm i ksztaltem krystalitow rieczywistego materiatu.

6. Dotychczasowe badania eksperymentalne interakcji zginania
i Scinania obarczone byly bicdem, wynikajocym z nicobiciltyw=
nego szacowania no$nodci plastycznej na podstawic przomicsz=
czenl i nicuwzgle¢dniania wpiywu naprelcen SY (pochodzycyech
od docisku obciizen powierzchniowych).

7. Plastyczng no$noS$¢ graniczng konstrulkcji mozna obiektyunie
oceniC na podstawic zalezno$ci rzydu izocnromy od obciazenia
w sposob pokazany w p. U pracy lub na podstawie boadania pro-®
pagacji stref plastycznych (patrz P.9).

8. Plastyczing nosnoSc konsirukcji mo:zna obicktywnic oszacowad
na podstawie procesu przemieszczeit wediug kryteriow opisa-
nych w p. 20,

Y. Graniczng nosnosc oraz przemicszczenia boelei. zuinanych po-
przecznic nalezy szacowal z uwzglodnienioen losouych wihadci-
woSci materiaiu i gecometrii konstrulicji a taksze losowej po=-
datno$ci podpdr.

10. llodel zastepczego clementu belki sprezysto-plastycznej mozua
budowaC przy uyiorzystaniu modelu i randtla stali aiskoweglo-
Wwej, przyjmujac za granice plastyc.no’ci pieiwsne minimum na

statycznej Sciezce rownowagi wmaterialu r.cozywisteqo,

11. Zast¢pczy elenent belkowy w ktOorym pominicto dzinZanie naprg=-
zen Sy.mozo siuzyc do szacowania przemieszczen belel zqgipa-
nych poprzecznic o smuklodci L/l > 10, llatomiast do szacova=-
nia naprgzen oraz nos$no$ci plastycznej noina ao wylkorzystywac
w przekrojach belek cbeciazonych silami shupionyni juz o snuk-
to$ci przegsia L/l = 2.

12. Hapre¢zenia normalne Sy od docislku sik powicrzchiniowych zwuizk-
szaja przemieszczcenia sprezyste belek szacuniiovio w tym samyn
stopniu co naprygzZenia stycznc.

13. Hapre¢zenia styczne najg istotny wpkvw na prremicszceczenia belek
(0 dowolnej smulklodes) przy obecigzeniu bhliskim aranicznenu ob-

ciazeniu plastycznouu.
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14. Losowe rozproszenie przemieszczen belki blisko rranicznego
stanu plastycznego znacznie przekracza rozprocszenie losownj
sztywnoici przekrojow konstrukecji.

15. Uwzglednienie naprygzen stycznych likwiduje niespéjnoié teorii
wyznaczania nosnosci granicznej belek obcinzonych sitami
skupionymi i wykonanych z materia¥uv Prandtla, pdyz sity
styczne wywoXujq:

15.1. Jednoczesno$é zakoliczenia procesu formowania przegubdw
plastycznych we wszystkich przekrojach poprzecznych
belki, nalezfcych do minimalnego zbioru krytycznego.

15.2. Nieskoriczone przemieszczenia w giytnym hranicznyq
stanie plastycznym belki. '

16. W belkach rzeczywistych peXne przepuby plastyczne formujy sis
kolejno na skutek wzmocnienia materiﬂlu,'n wige réznic chwilo-
wych nosnosci przekrojéw krytycznych (nosnodé przeckroju jest
parametryczng funkcji odksztatcen punlitdw przekroju),

17. Zadanie obliczania niezawodnos$ci i losowej noinodici rranicz-
nej belek zginanych z udziaXem sit stycoznych sprowadzié¢ mozZna,
w sposéb pokazany w p.21, do klasycznepo sformulowanin gsto-

chastycznej mechaniki zniszczenia konstrukeji poddanych
prostemu zginaniu,

W pracy podano réwniez wskazdwki dla praktyli normalizacyjnej
i projektowej, Jjak na przykitad:
18. Redukujice dziatanie napre¢zen 6y,pochndz¢cych od docisku
obciszen powierzchniowych,mozna Gykorﬂystqﬁ do zwi kszenia
granicznej noSnodci plactycznaj helok.

19. Elementy statycznic niewyznaczalnych konctruleji, wyt:fone
w zakresie liniowym, wykazujr nieliniowodd sil przekrojowych
i lokalnych przemieszczen w funkceji obeindenin ealkowiterso,
jesli wspékpracujy z elementem pracujicym w obszarze nie-
liniowym.
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WOINZ VACNLEOGLYOT PROCEDUR

JZadacznilk

[BL0 ] B SR cOt RN

ykaz= obejmuje wybranc prograny miliro- i aninilkonputerowe

opracowane i uruchomionec przez autora na uiytek ninicjsmej pracy.

Znajdujg sig

v/ bibliotece autora i dostosowan2 so do

J
pracy - na

minikomputcerze I’'DP 11-04 w1 systemic poniarowryn Gull RV Jub

mikrokomputerze ATARI lub SrECTHUN albo na ikilliu jodnoczednic.

Program Dziakanic Unaai
PROGRAMY POIIAROWLE
( systom LULARTRGH - PLDP 11-04 = noili-
wosciy pomiaru czasu i wsiellkich winl-
koSci napicciowych oraz wstepn2go przoe-
twarzania wynilkdu poniaru)
STALA’LCH pomiar staicj czujnika napigciowcao w=nianka na
i interpolacja wiclomianani potegowyni |str. 27
lub Czevyszewa.
PRASAL1’LCIl |pomiar statycznej Sciezlki rdéwnowani vznianka na
elementu rozcigganegoe. str. 25
PRASA2'LCII |pomiar statyczne] scieziki rovinowayi wzmianlka na
ciementu Sciskancgo bez wpilywu str. 25
smuiczosci.
GRAZIIA'LCH | zasadniczy program pouiarovy wykorzys= |[schonnat
tywany w ninicjszcj pracy. Poniary nloizovy
wiclkoS$ci statycznych belel: zginanych - rys. 9
w zakresic spryzysiym i plastycznyn.
PRGGRAMY PRZETWARZANIA WYNIIO.W POIMIARU
STATYS1'LCH [opracowanic wynikdw pomiaru wieclowymia- |schemat
rowcego procesu stochasiycznego z:inior=- |ulokowy
polacja funkcjami skicjanymi. - rys. 10
vespusrednicn pomiard.a, anali.a warian-
cji, obliczaniem kwantyli rozictadu
t=-Studenta i intcrpolacja trendu wiclo-
mianami ortogonalnymi na zbior:z: puni-
tow (z testowanicm istotnoici sliadniiiow
wieclomianu testcm F-Suedecora).
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Programn

Dziatanic

_T

Uwmagi

STATYG2 ' LCH

STATYG3LeH

REGRES ' LU

SPLIN’LCH

IZOCH1'LCH

LZOCH2'LCH

TARRITZLCH

TARFIES T LCH

PLASEL'LCH

paramctry statystyczne wvyniitdy pomin-
row: wieclu obielitow, wylkonywnane v wieclu
punktach jcdnego obiektu i wiclokrotnie
v jednym punkcic.

dklakwnlo podobne jak progranu
STATYS1'LCH, lecz bezpoSrednin uyniki
pomiarow si klasowane Dbez interpola-
ejil: 4 zapanlf‘tyuano vi pamicci zZoewny-
trznej. lozlivos¢ uzupefniania danych

przy nastopnym uruchomicniu komputera,

a iIgczna ilosc danych obrobionych moie
by’ nicograniczona.

krzywe rcqgresji, otrzynmynane uartodn
minimow kwadratdow. Procedura i :iGilE01

- wiclowymiarowa regresja wiclonianani
potegowymi bez zamiany zZmicnnych.l'roce-
dura REGRES2 jcdnowyn; rowa regresja
dowolnymi 1unkc33m;, moina narzucic

dowiolne warunki brzegowc

interpolacja funkcjami skliecjanymi trzo-
cicgo stopnia.Procedura S5PLLIIL - zeroun
drugic pochodnz na koticach przedziatu.
l'rocedura GSPLIN2 - zadane pierusze po-~
cnodne na koncach przedziatu interpo-
lacji

kompensacja numeryczna obrazow izociran

rozdzielanic napr¢Zeinn z obrazow izo-
chron

PRUGRAIY OBLICZENIOUVE

rozwigzywanic sprizystej tarczy netoda
Castigliano =~ Ritza

rozviigzywanic sprelysto-plastycznejj
tarczy przenicszczeniow) moetoda clenen-
tov siconczonych.Uwzglodniono rosznice
Scieczek rdwnowagi materialu przy roz-
01ﬂg niu i Sciskaniu.Uwzgl dniono osia-
bicnic matoriaiu.lrogram zXozony = pro-
cedur: DALY, TARSPRR, TARPLL, valrL2.

stochastyc:na moetoda clanantdwy slion-
czonycih w zastosowaniu do nioLlindovi ]
analizy spr fysto-plastycrnycih halink,
ZXoony = procedur iniliLy,  SHaLd
sl SN2 %

vykorzysty-
vane do oni-
su gtatycz-
nych <ciziek
rownowagi

schemat olo-
Kowy-rys .15

bechennt blo-
kowy=rys .23

'‘rzylitad za-
stosoviania
P 16.3.

rzyliiad za-
stosorania
Pe 1G.2.

Pr=oylcind =p-
ntoaovnnla
Ne 12.722.

pe 19.72.




LOSOWA NOSHNOSE USTROJIOW ZGIHNANYCH
Z UWZGLLEDNIENIEM SIt STYCZNYCH

Streszczenic

W pracy przeprowadzono dodwiadczalng i tecoretyczng analizy
wptywu sii stycznych na przemieszczenia i losowa nodnodéc plas-
tyczng boleik zginanych poprzecznie.

Fotomechaniczne badania dodwiadczalnc pozwolity oiredlic
rzeczywiste ksztaity i propagacjc frontow plastycznych. Uszaco-
wano doS$wiadczalne rozkiady napreic). w przeirojaci belizi.
Rozpoznano mecianizm zniszczenia. Oikroslono ilosouy proces prze-
mieszczeli belek jednoprzeskowycii orac buelek duuprecsiowych
z uwzglednieniem losowej podacnosci podpor.

Stwiecrdzono, Zc znaczny wpxyw na mecuani.on ..niszczonia,
ksztaity i propagacje strer plastyc<nych maja naprgienia S’Y od
docisku sii powierzchniowycn. U obszarach nic objqtych redukujn-
cym dzialanicu naprgsen Efy rozkktady naproZzen 1 ksztaity irontow
plastycznycih sy zgodne z hipotezg jadra sprosysteogo. ‘leryiikuje
to pozytywnie krzyuc interakcji zginania i Scinania otrzyoane na
bazie nipotezy jadra sprezyscego. iia.comiasce lusowe vpiywy o po-
miarach obciazenia niszczjacego beliiy nie dajn statystycrnych
podstaw do wybvoru teorctycznej krzywej interakcji.

Pokazano, Ze sprezysta i plastyczna nodnodéc qgraniczna lkon-
strukcji mozna obicktywnic oceni¢ na podstawins izochrom. Ustalo-
no kryteria wediug ktdérych mozna szacowns granicing nofSnouso
plastyczna na podstawic procesu przenizsiczoli.

tlykazano, zec nosnosc konstrukeji sproizysto-pliastycznoj
z wiarunku oqgraniczenia przemieszcza2it lub =z warunku zniszcrinnia
plastycznego nalezy szacowac z uwzglednicenion losowych wiadci-
wosci materialu i geometrii konstrulicji. HaleZy uwzqglednic lo-
sowe rozproszenic podatnosci podpor.

Ha drodze rozwazZan teoretycznych usialonoe kryteria przydat-
nosci sprgzysto-plastycznego zastinczego clenentu bheikoweao do
szacowania napre¢zenl i prieniaszceczoen z unrzalsdnioniom sik styoz-
nych. Teorctycxng analizy problenu v zakrasin sprosystym prze=
prowadzono przez minimalizacis tarcuoowcgo funkejonalu Sastigliano
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metodg Ritza. Natomiast sprizyasto-plastyczny pracki stan naprg-
sell analizowano metodiy clementiow skonczonych . Uwweledniono
réznice micdzy dciezkami rdwnowapi materiaixu dcislanero i materia-
Yu rozciiiganego a takie uwzgledniono osiabienie materiafu. Fo-
kazano, ze trdjkitny tarczowy element skolczony nic daje dosta-
tecznej doktadnoSci szacowania przemieszezen .

Zastosowanie ekstremalnych twierdzen encrpotycznych oras
linearyzacji stochastycznej pozwolilo uzyckad teoretyczne osza-
cowania losowych przemieszczen oraz sil przekrojowyeh aprgiysto-
plastycznych belek przay uwzpglidnieniu si% ntycznych oraz loso-
wego rozproszenia podatnoici podpdr.

Pokazano, ze sity styczne maj, istotny wplyw na przemiesz-
czenia belek przy obcigzeniu bliskim noinodci plastycznej.
Naprezenia styczne likwidujq niespdjnodc teorii dla belek
wykonanych z materiaiu Prandtla i obcijzonych sit*ami skupionymi
poprzez:

a) wywolanie nieskonczonych przemieszczen w gietnym pgranicznym
stanie plastycznym,

b) jednoczesnosé uformowania peinych przegubdw plactycznych
we wazystkich przekrojach belki nalezjcych do minimalnepo
zbioru krytycznego ( minimalnepgo cigceia).

Pokazano sposéb szacowania losowej, franicznej noinodci
plastycznej belek zginanych z udziaXem sit stycznych.



RANDOM LOAD CAPACITY OF BEHNDING STRUCTURED
TAKING INTO CONSIDERATION SHEAR FORCES

Summary

This work provides an experimental and theoretical analysis
of the influence of shear forcea on digplacements and random
plastic load capacity of beamgs bended btransversely.

Photomechanical experimental teots permitted Lo determine
the real shapes and propagation of plactic fronts. Experimental
distributions of stresses in the beam intersections have been
egstimnted. Failure mechanigm hag been identified, Random diaspla-
cement process of one-span and two-apan beams bng been determi-
ned taking into consideration random deformability of supports.

It has been found that stresses Gy by the pressure of
surface forces exert a considerable influence on the failure
mechanism, shapes and propargation of nlasic zones,In areas
which are not included in the reducing action of slresces Sy’
stress distributions and the shapes of plastic fronts are in
agreement with the hypothesis of elastic nucleus. Thiag provides
a positive verification of bending and shearing interaction
curves obtained on the basis of the elastic nucleur hypothesis.
However, random influence in the measurements of beam failure
load does not give a statistical reason to choose the theoreti-
cal interaction curve,

It has been shown that the elastic and plantic limit load
capacity of a structure can be objectively estimated on the
basis of isochromatic fringe patterns. Criteria have been edgta-
blished according to which plastic limit load can be estimated
on the basis of a displacement process.

It has been demonstrated that the load capacity of an
elastic-plastic structure from the condition of displacement
restriction or from the condition of plastic failure should be
estimated taking into congsideration random properlien of material
and the structure geometry. Random varinnce of support deforma-
bility should be taken into conasideration.

In theoretical considerations, carjteria hnve hnen antabli-
shed for usability of the elastic-plactic substitute beam element

to estimate stresses and diaoplacements tnkipe inta consideration
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shear forces. A theoretical analysia of the problem in the

elastic range has been carried out by minimization of Caatipgliano “s
functional using Ritz s method. However, the elastic-plastic

plane stresses has been analyzed by the finite element method,
Differences between equilibrium paths of the compressed and
tensioned material as well as material weakeniny have heen taken
into account, It has been shown that a triangular plate finite
element (in-plane forces) does not give a sufficient accuracy

of estimated displacement.

Application of extreme cnerpy theorems and of antochantic
linearization permitted to obtain theoretical contimations of
random displacements and intersection forces of elastic-plastic
beams taking into congideration shear forces and random variance
of support deformability.

It has been shown that shear forces have a considerable
influence on beam displacements under load approaching plantic
load capacity. Shear stresses eliminate incoherence of the
theory for beams made from Prandtl s material and loaded by
cocentrated forces through:

a) causing infinite displacements in flexural plastic limit state,
b) simultaneity of forming full plastic hinges in all beam inter-
sections belonging to the minimal critical set (minimal cut).'

A technique of estimating random plastic load capacity of
beams bended with the contribution of shear forces has been
presented,

KEY WORDS:

- random process of inelastic transverse bending;
- shear forces,

- random limit load capacity,

- random displacements;

- photomechanics;

- finite elcment method.



" Analiza dokumnentacyjna
(p Oszacowano wpiyw sit stycznych na losowy preces zni -

szczenia, losowg nosnosS¢ graniczng i losowe przemieszcze-
nia sprgzysto-plastycznych belek zginanych peprzecznie.
Stwierdzono, 2e znaczny wpiyw na proces zniszczenia
belek majg napr¢Zenia normalne wywolane dociskiem sit pe
wierzchniowych. Pokazane, ze sily styczne powedujg jedno-
czesnoié uformowania si¢ peinych przegubdw plastycznych
we wszystkich przekreojach poprzecznych nalezgcych do mini
malnego zbioru krytycznego belki wykonanej z materiaiu
Prandtla. Fotomechaniczne badania deswiadczalne pozwolily
okreslié¢: ksztaXty i prepagacjg¢ freontdéw plastvcznych,
rozk*advy napr¢zen w przekrojach oraz nesnesé belek,
Wyniki badan desSwiadczalnych przemieszczen i sii
przekrojowych belek perdwnane 2z eszacowaniami teeretycznvﬁi.
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-| ¢S losowy proces niesprg¢zystego zginania poprzecznego,
sily peprzeczne, losowa nesnes§é graniczna, przemie=
szczenia losowe, fotomechanika, metoda elementdw
skoriczenych
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