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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu nieliniowo
I Plastycznosci sprezystego {1}
Niech materiat, z ktorego wykonany jest pret, charakteryzuje krzywa
\s

ol |
- e = A" dla 20,

~ c¢= Bas" dla o¢<0.
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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu nieliniowo
I astyczZnoscli sprezystego {2}

Jesli przyjmiemy zatozenie ptaskich przekrojow, to
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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu nieliniowo
i Plastycznosci spreiystego {3}
Zaniedbujac naprezenie normalne s, I ¢, jako mate w poréwnaniu z s,, mozemy na
podstawie krzywej rozciggania zapisac

2 1/m
dla z20: 0, = —A4~ MM = —(23) oy
‘. (9)

1}
dla z<0: o, = B~ 18 = Jf_l ."
. » BQ

Warunki rownowaznosci uktadow sil wewnetrznych 1 zewnetrznych

CN(x) =0 = {{6,d4, (10a)
M) = {fo.zdd. (10b)

Rozne funkcje, ktore opisujg rozktad naprezenia w strefie sciskanej 1 rozciggane]
powoduja, ze os obojetna nie pokrywa si¢ z osig ciezkosci. Polozenie osi obojetne;j
jak 1 krzywizne belki wyznaczymy z uktadu rownan jw. Stanowi to o rozwigzaniu
zadania
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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu nieliniowo
i Plastycznosci sprezystego {4}
Mimo, Ze rozwigzanie zadania nie przedstawia merytorycznych trudnosci, to
obliczenia sa zmudne nawet dla przekroiu prostokatnego
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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu nieliniowo
i Plastycznosci sprgzys tego { 5}
Jak widac rozwiktanie tych zwigzkow nie jest proste. Upraszcza si¢ dla A=B 1
m=n. Wowczas oS oboj¢tna pokrywa si¢ z 0s13 cigzkosci,
(10a) jest spetniony tozsamosciowo, a z (10b) mamy:

' 1 . lfﬂ m h 1 +2m}m
— 2b — : — i.,
M) (Ae) 142m (2) *

1 2'""M™(x)4
Q(JC) bn m " hl +2m .
142m
2VM(X)
a-x —_— — z .
b m kl +2m{m 7 \;0ru na rozklad naprezen ,
142m wynika, ze sa one roztozone

nieliniowo po wysokosci przekroju
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LLaS[m

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Zginanie preta z materiatu idealnie sprezysto-
plastycznego {1}
Material idealnie sprezysto-plastyczny (Prandtla)

4_ G : Zachowujemy wszystkie zalozenia zginania w TS .
x| A ponadto:
, } o=0o(e)
P {Eg «—0<eg< Ep c
: Re <—&>¢p
§8' 3 ‘
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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu idealnie sprezysto-
i Plastycznosci p | astyczn eg 0 {2}

't’b

'Jv- R‘

Politechnika Swietokrzyska, KM,KM i MK, Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci




LLaS[m

Zginanie preta z materiatu idealnie sprezysto-
plastycznego {3}

i Plastycznosci

Sprezysty
graniczny sprezysty
jednostronnie sprgzysto-plastyczny

dwustronnie spreZysto-plastyczny
graniczny plastyczny
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&@[@

Zginanie preta z materiatu idealnie sprezysto-
T plastycznego {4}
£y = 0 ”E z ﬂfﬂm
©Cx R . bvend —_— e—— zZ
o({x) 0/x) e(x)
E
N =0=[fodd, ) = ﬂE #aa == || f 24F.
\ e
M) = [[o,zd4. A
4 Wyznacza potozenie osi obojetne]
M(x) E 1 M(x)
Ix = z. M(x , Czylf —— = ,
* Jy (x) = Q(x) y e(x).. EJ,
Rozktad graniczny sprezysty — —
xo, =R =-J—‘/I—max:z'=ﬂ = M = WR
ARG = R = W “
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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu idealnie sprezysto-
e plastycznego {5}

Obcigzenie zewnetrzne, wywotujace cho¢ w jednym przekroju moment zginajacy
sprezysty, graniczny (M z nadkresleniem) nazywa si¢

obcigzeniem granicznym sprezystym.

W przypadku jednostronnie sprgzysto-plastycznego rozktadu naprezen:

. o .qEE’(:?i dia —h,<z<é, 0= ”.E“’(;) dA+ JJR d4,
{ R dia  &<z<hy. | .
M(x) = J f E——zdd+ f J R zdA.
Dla granicznego plastycznego rozktadu: o) Ay

0= jj ~Rdd+ [[ RAA = Ay = 4y,

pr——
f——

M(x)--M jj deA+j_[deA jj deA+jj'deA—-

»

= R~ y(AZ) +S y(A ] = R,[~ Sr(A 2+ Sy'(A vl
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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu idealnie sprezysto-
e plastycznego {6}

Nosnos¢ plastyczna przekroju (moment zginajacy plastyczny, graniczny
(M z podwojnym nadkresleniem)wyznaczamy wiec z zaleznosci:

ﬁ - W’,,,Re »

. df |
ng - S’(Al)"'sy(Az) = 2SyJ(A1).-

£z _q-E (|
o= [[grsr o] ffroes
4R, j J sz] [ J"(§)+R s,(zz)]
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LLaS[m

Zginanie preta z materiatu idealnie sprezysto-
R plastycznego {7}

Rozktad naprezen w stanie sprezysto-plastycznym w przekroju symetrycznym
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Teoria Sprezysto
Plasty 0000000

Zginanie preta z materiatu idealnie sprezysto-
plastycznego {8}

Wysokos¢ strefy uplastycznionej 1 rOwnanie rozniczkowe linii ugigcia

E-> =R,

) M%) =2R, EJ},‘(&HS}(E)].

M) =2 [%J“(R o))+, s‘( "e(x))].

y 1 (R 1\
M() = Z[Ewu(xﬂ’? (}::' w"(x)) +R‘S:’(}:3 W"(x))]’

M<MXx)< M.
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D@[ﬁ] Przegub plastyczny {1}

i Plastycznosci

Pojecie przedstawimy na przyvkiladzie belki:

A=z

+ mmH’.;}L“ '"——.y-.
‘ 5
- | h k bA
— g — _ 2R.W _ R.bh W= 2 om = —
= gl - 2RWy R,bA
M=—=R § = « ol abdubisl
5 eWpi, stad ¢ P oy
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D@[ﬁ] Przegub plastyczny {2}

i Plastycznosci

Rownanie frontu plastycznego: 2 ([z__ x%) = 2R, [1 bg? +2 b ("2 _ E’)]
§3 2\4 ’

E=x [2pe- 24
4" 2R,

3 3-2500 '
i — l6l “z_, —— — P
\/4 10 2:2-10-2-300- 10 P XY = 10 2= 6356,

3

-

vre
fl

- x1

L .‘1.06«1 ) y >
i 2,00 em jl,
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&EE@[D Nosnos¢ graniczna {1}
i Plastycznosci

Definicja: Obcigzenie, przy ktorym konstrukcja traci zdolnosc¢ do nosng i staje
sie geometrycznie zmienna = nosnosc¢ graniczna.

Jesli podstawg wymiarowania jest stan nosnosci granicznej, mowic bedziemy

0 wymiarowaniu metodg nosnosci graniczne;j.

Wyznaczenie nosnosci graniczne] moze by¢ wykonane dwojaka droga:

1 podejsciem statycznym: zwickszamy obcigzenie, wywotujace kolejno stany
sprezyste, sprezysto-plastyczne az do stanu zniszczenia (no$nosci graniczne))

2. podejsciem kinematycznym: bezposrednia analiza stanu no$nosci granicznej,
to znaczy stanu, w ktorym w bryle powstaje dostateczna liczba obszarow petnego
uplastycznienia (przegubow plastycznych) , umozliwiajacych ruch elementow
Konstrukcji jako uktadu geometrycznie zmiennego (mechanizmu plastycznego).

Obcigzenie, przy ktorym material w obszarach plastycznych przechodzi w stan
plastyczny wywotuje odksztalcenia przekraczajace graniczne sprezyste — dlatego

przy wyznaczaniu no$nosci granicznej (plastyczne|) mozemy pomingé

odksztatcenia sprezyste 1 postugiwac si¢ schematem materiatu sztywno-plastycznego
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LLaS[m

Nosnos¢ graniczna {2}

i Plastycznosci

Nosnosc graniczna belek zginanych poprzecznie
Przyktad belki obcigzonej w srodku sitg skupiong .P=

[2]

Obcigzenie wywotuje w przekroju w Srodku przgsta moment plastyczny _

a belka zachowuje si¢ tak, jakby w przekroju tym znajdowatl si¢ przegub

Z tego powodu przekroje poprzeczne, w ktorych rozktad naprezen jest
graniczny-plastyczny nazywamy przegubami plastycznymi.

Od zwyklych przegubdéw odrdznia je to ze przenoszg znany moment zginajacy

XN
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LLaS[m

Nosnosé¢ graniczna {3}

i Plastycznosci

Przegub plastyczny odbiera konstrukcji jeden stopien geometrycznej
niezmiennosci, dlatego w przypadku belek statycznie wyznaczalnych
powstanie jednego przegubu czyni belke tancuchem kinematycznym. W
konstrukcji n-krotnie statycznie niewyznaczalnej musi powstac¢ co najmnic;j
n+1 przegubow plastycznych, aby caty uktad stat si¢ mechanizmem.

Nos$nos¢ plastyczna przekroju jest wigksza od nosnosci sprezystej zaleznie od
stosunku wskaznika wytrzymatosci plastycznego W, =W = 2S

do wskaznika wytrzymatosci sprezystego  We=W =
' a__ 1,27

Ksztalt przekroju L 1ﬂ/«re D D _ »

7 | cienkodoi

' ; rurxra cienKogdclienna

H [ | I” By 1,00

- -*“' / .
_przekréj idealny - 1,50

——— .
1415+ 1,17 — -

dwuteownik waloowany @ % 2,500
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LLaS[m

oo Sresyetose Nosnosc¢ graniczna {4}

i Plastycznosci

Twierdzenia ekstremalne teorii nosnosci granicznej:

Tw | ( 0 obcigzeniach bezpiecznych- statyczne):

Konstrukcja nie ulega zniszczeniu lub co najwyzej znajduje si¢ w stanie rOwnowagi
granicznej pod dziataniem obcigzen z mnoznikiem (statycznie dopuszczalnym) A,
, jesli moze by¢ znaleziony stowarzyszony z tym obcigzeniem

statycznie dopuszczalny stan uogolnionych naprezen QS .

[ Wynikajacy na podstawie zwigzkow fizycznych stan predkosci odksztatcen Q.

nie musi by¢ kinematycznie dopuszczainy]

Tw |l ( o obcigzeniach niebezpiecznyéh - kinematyczne):

Konstrukcja ulega zniszczeniu, tzn przeksztatca si¢ w ruchomy mechanizm pod
obcigzeniem z mnoznikiem (kinematycznie dopuszczalnym) A,

Jesli moze byc€ znaleziony taki kinematycznie dopuszczalny stan predkosci
przemieszczen l]k 1 Zwigzany z nim. poprzez zwiazki geometryczne stan
predkosci uogdlnionych odksztalcen g , taki ze moc obcigzen zewngtrznych jest nie
mniejsza od mocy , rozpraszane] wewnkaztrz konstrukeji

przez uogolnione naprezenia , wynikajace z q, za pomoca prawa ptynigcia.
[Stan Qk nie musi by¢ stanem statycznie dopuszczalnym)].

Rozwiazanie $ciste problemu no$nosci granicznej uzyskujemy, gdy A, = A,
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&@DD Nosnosc¢ graniczna {5}

Teoria Sprezystosci
i Plastycznosci

Definicje:

pole naprezen statycznie dopuszczailne:

Stanem lub polem naprezen uogolnionych statycznie dopuszczalnych QS
nazywamy stan, ktory spetnia nastepujgce warunki:

1) pozostaje w rownowadze z obcigzeniem zewnetrznym, dziatajacym na
konstrukcje,

2) spelnia warunki rownowagi wewnetrznej (Naviera) oraz statyczne
warunki brzegowe

pole predkosci odksztatcen kinematycznie dopuszczalne:

Stanem lub polem predkosci uogolnionych odksztatcen kinematycznie

Dopuszczalnym nazywamy stan, ktory spetnia nastepujgce warunkai:

1) spehnia kinematyczne warunki brzegowe oraz warunki ciggtosci
przemieszczen wewnatrz konstrukcji .

2) catkowita moc obciazen zewnetrznych na predkos$ciach przemieszczen Uk

jest dodatnia

L=[AP-udA>0
A
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LLaS[m

Nosnos¢ graniczna {6}
i Plastycznosci
Przyktad: belka utwierdzono-przegubowa: Algorytm metody statycznej:
" —9 | p.1 ustali¢ wielkosci nadliczbowe

A I B_J [M(D)]

| | p.2. sporzadzi¢ wykres momentow
zginajacych od obcigzenia
Zewnetrznego dla zastepczego
uktadu statycznie dopuszczalnego
p.3. sporzadzi¢ wykres momentow
zginajacych od obcigzenia
wielkosciami nadliczbowymi
p.4. Polaczy¢ wykresy z pkt 21 3
tak, by w dostatecznej liczbie
Przekrojow zostat,osiggnicty
warunek stanu granicznego

M

| l”gr |
a1
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LLaS[m

Nosnos¢ graniczna {7}

i Plastycznosci

Rownania metody statyczne;:

1. Poniewaz belka posiada jeden wiez nadliczbowy, wigc warunek stanu
granicznego musi by¢ spelniony w dwu przekrojach — tutaj przyjmujemy
przekrdj podporowy B 1 przestowy C. Polozenie tego ostatniego
oznaczmy przez parametr x , Otrzymujemy dwa zwiazki

M (X)) =M, M()=M,,
. —g | Zwiazki te wprowadzamy do dwu rOwnan rOwnowagi
Agm:mmmmm::m:%i: belki
e o gx M (1)
e, M= a9+ -
o ] M (x M(
wpt TR ( ):T(xo)z‘y—qxo+ ()=O
}\T\/ dx |
i”ﬁfq/!/" Po rozwiazaniu tego uktadu réwnan ze wzgledu na %o, Ugr
il — | Mamy:
NI ' %, = (/2-D1 20,41
wg p.H et i e
o o 2M . --/2 2M 2M
| *;\ . Ry =06, = w12 I (3+2./2)=11,656

|2

2(2-)@2--2) I
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&EB@DD Nosnosc¢ graniczna {8}

i Plastycznosci

Przyktad: belka utwierdzono-przegubowa:

Algorytm metody kinematycznej:

p.1 ustali€ liczbe przegubow
plastycznych [2]

p.2 przyjac¢ kinematycznie
dopuszczalny mechanizm zniszczenia
p.3. Obliczy¢ moc sit zewngtrznych
L*na wynikajacych z przyjetego

w pkt 2 mechanizmu zniszczenia

, _ _ p.4. Obliczy¢ moc sit wewnetrznych D?
Uwaga o ingerowaniu czasu t w zwigzkach 4 przygotowanych predkosciach

teorii plastycznego ptyniecia. odksztalcen

Wynika z niej, ze w teoril noSnosci graniczne;j p.5. Wyrazié¢ warunek rownowagi
Mozemy nie mowic o predkosciach uktadu zgodnie z zasada mocy
Odksztalcen 1 przemieszczen oraz mocach Przygotowanej jako bilans mocy L*=D
L* 1 D*, lecz tylko o przyrostach p.6 wyznaczyé z pkt 5 gorna granice

Odksztatcen dq, przemieszczen du rzeczywistego obcigzenia granicznego
oraz przyrostach

pracy zewngetrznej dL oraz wewnetrznej dD
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LLaS[m

Nosnos¢ graniczna {9}

i Plastycznosci

Rownania metody kinematycznej:

1. Zakladamy kinematycznie dopuszczalny stan predkosci (lub przyrostow)
przemieszczen osi belki, ustalajgc potozenie przestowego przegubu w
obranym mechanizmie za pomocg parametru x1. Analityczny zapis tego
pola przyrostow przemieszggen jest nastgpujacy

X

dw, —dla:0<x<x

WOI _} X

h X

dw, —dla:x, <x<lI
X

2. Zgodnie z ogbdlna zaleznoscig, obliczamy moc( przyrost) obcigzen zewnetrznych
Xq | —
dL =" dw, > qax+ [ dw, 1= (ax =
° X A (I- X1)

1
X (I-x) gl
d ! Ul=dw, =
Wl[q2+ : } w
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&@Eﬁ] Nosnosc graniczna {10}
i Plastycznosci

3. Moc (przyrost) sit wewngetrznych (uogdlnionych naprezen) wynosi

A Y B
WJ | dD = ZM dgnJ grdgoD +I\/Igrdg/)B
— l : }
i« * I e ..4: poniewaz rozpraszanie energil zachodzi
Vi tylko w przegubach plastycznych
Dla belki o statym przekroju j D B
M, =M, =M, =const
Z rysunku mam dw;
J Y d(DB I x1 d(DD [—X; + Xq
Stid 4D = M gr(2dw dw, M, dw, | + X,
X% X (1)

Obrot sztywnego preta AD wokot przegubu A nie wnosi nic do mocy, bo MA=0
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LLaS[m

Nosnos¢ graniczna {11}
i Plastycznosci
4. Z bilansu mocy dL=dD, mamy
A (= )ZZMGF. )%
k qgr I I
Xl( o Xl)

5. Korzystamy teraz z warunku minimum obcigzenia granicznego ( zwanego
tez twierdzeniem o maksymalnym oporze granicznym)

dA, _
dx,
x, = (/2111
2M
A, = Izgf(3+ 2./2)

0

Stad

Mnoznik statyczny 1 kinematyczny sg rowne, wig¢c uzyskano rozwigzanie sciste
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D@[ﬁ] Nosnosc¢ graniczna {12}

i Plastycznosci

Przyktad- mechanizmy zniszczenia dla ramy portalowej

Mechanizm belkowy Mechanizm przechytlowy

| '2 ] | |
' 3 6 9. ’
Tl
! f 10, |
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&@Eﬁ] Nosnosc graniczna {13}

i Plastycznosci

NosSnoscC graniczna ptyt

W zastosowaniu do ptyt twierdzenia teorii granicznej sg analogicznie jak dla
pretow zginanych z tg r0znica, ze w miejsce przegubow plastycznych mamy

linie zatlomow plastycznych
M l—f 1 ! -
. o =
Mgr NS -: l |
0 : bl ':'3 Mé ' }:U |
' A S
Przyktad 1 linii zatomow ! IV " M
b | < by
|
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LLaS[m

Nosnosc graniczna {14}

i Plastycznosci

Przyktad 2 linii zatomow

Praktyczne zastosowanie teorii nosnosci granicznej do ptyt przedstawiono
m.in. W pracy (7]
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