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Rozwazania prowadzimy dla bryty o dowolnym ksztatcie,
dowolnie obcigzonej (z dowolnymi statycznymi warunkami
brzegowymi) na powierzchni Aq oraz z dowolnymi kinematycznymi

warunkami brzegowymi na Aul.
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1 Zasada prac wirtualnych i funkcjonal Lagran-
ge’a)

1.1 Zasada prac wirtualnych

Rownanic prac wirtualnych wyprowadz=mmy dla bryly o dowolmym ksztaloe,
dowolnie obeilgzone] (2 dowolnymi statycznymi warnnkam brzegowymi) na
powierzchni Ay oraz z dowolnymi kinematycznymi warunkami brzegowym
na Ay,

Laldemy | ze znamy rozwigzane zagadnienic brzegowego feordi sprpfystodei
(ZBTS) dla te) bryty, to znaczy znamy aprezema oy, odksztalcenia £y oraz
pole preemeszczen w (i, j = 1,2, 3).
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Teoria Sprezystoscl Nadajmy prz.e:m:em:mmum 1y male przyrosty duy, takie , aby preemiesseze-
nie po prayroscie wynosito:

iy = 1y + duy

1 bylo preemieszezamem modivym, to snaczy spetmajgcy knematyczne wa-
runki brzegowe i bedacym funkejs ciagis co najmniej klasy C°. Spelnienie
przez iy knematycznych warunkiw brzegowych oznacza, ze wanacje duy
:zm.k.n._ﬁ na powlerzchnidy. PTE].'T-EEII_"' dry jako mewielkie zaburzema stanu
rownowagl w rachunku wanacyjnym nazywane sg waracjami, a w mecham-
e NAZYWADE 58 proemicszezeniami wirfualnymi

Pracr it mmét;mydl L na przmie:a:{:z.enia-r:h wirtualnyh nazywamy pracs
wirtualng §L:

5L =J]’];q+ﬁ-qm5u1dﬂ+ffvﬂﬁu.d‘[f (1)
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Wykazemy, ze wirtualne praca sit zewngtrznych jest rowna wirtualne) pracy
st wewnetranych. §H -

5W = Jr }'L ryg B ggedV’ 2)

W tym celu wykonamy kilks przeksztalcen matematycznych wyrazenia (1)

Najperw zauwazmy, ze w plerwsze] calee (1) mozemy p-umch catkowame
po powterzchm A, wobec duy; = ) na te] pownerschm 1 zapisac, ze calkujemy
po cale] pownerzchm A. Jesh nastopme gestosc sit zewnctrznych g wyTa-
zimy w zaleznosol od st wewnctrznych na brzegu, zpodme ze stafycomymi
warunkami brzegowymi na Ay (gu = Tyyeyy), to otrzymamy

A
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|——I—|@|:iD Po zastosowanim do pierwsze] calla, twierdzenia Greena-Gaussa-Ostrogradzkoego

Teoria Sprezystosci

i Plastycznosci o zamianie calka powierschmowe] na objetosciows | otroymanmy:
5L — fﬁ {auﬁm}dﬂﬂJE rawav = [[[ (5 —1+P. Vou + g ot = av
]

Pomewsz oy z zalozema spelmiajg rownania Nawviera, wige prerwszy sklad-
nik w wyrazenin podeatkowym jest rowny zero. Wykorzystujge whasnose
sumacjl, drug skladmk mozna zapisad w postac:

it = [[f, o2 + T

Zanwarmy, e wyrazenie w nawlasie kwadratowym na mocy rduman Cau-

che po jest wanac)y odksztalcenma. Mamy wige:

5L — f J‘r f cigbesgdV = GW,
W

co konczy dowod zasady prac wartualnych

5L = &W. (3)
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Teoria Sprezystosci fanwarmy jeszcze, ze rownane prac wirtualnych (3) jest stuszne dla bryly
| Plastycznosel wykonanej z matenaln nie tylko imiowo sprezystego, ale rowniez nielimiowego

1 mesprezystego, ponewaz do jego wyprowadszenia me uwzywahémy prowa
Hooke o

1.2 Twierdzenia Lagrange’a

Twierdzenie Lagrange's o minimum enengii potencjalnej wkladu, mozna sfor-
mufowad nastepujaco:

Sposrod wszystkich moilivych proemmicszezen, te sg reeczywiste, kdre reali-
zujg minimum funkcjonalu energil pofencjolne] whlodu.
Twierdzeme to w jezykun rachinkn wanacynego zapisnje sig jako wymig
zerowanis warac]l § funkejonalu energn potencjalne) nkiadua I1. | ezyh ja-
ko warunek komeczny istmienia ekstremum funkejonain (analog krytermm
1stmema ekstremum funkep).

511 = 0 (4)
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|T—T|c:ia Sprezystosci w 'i'll'-H.I'L'IIL]Iu Etﬂfjﬂ-]:l.ﬂ.l‘l]ﬂﬁl’:i. {‘1} funl:n:j-:-nal ]] jEE't' I.i-l:Eb-q! PTE}'PDIIQdeWEﬂ%

i Plastycznosci trdjee funkep preemieszezen w. Preyrost te] hezby nazywany jest wariacjs
funkcjonalu 6 1 jest a.na.lug;lcm razniczkl zmienne] w analmme fonkep (me-
skofnczeme male] zmiany te] zmienne)

Twierdzenie La.g;ra.nge a (4) nzyskalifmy = (1) po wwzglednieniu, ze w polu
potencjalmym napn;m pochodna energh potencjalne) ¢ wzglpdem odksztal-
cenla jest rowna DApTeZeniom:

o
ﬂElJ

= Tiy- (5)

Formute (5} przyjmujemy jako definicjg energn potencjalne) ®. W celun zam-
samia twierdzema Lagrange's w postam (4) wprowadzhsmy oznsczemie (6],
ktore traktujemy jako defimeje funkejonalu Lagrange ‘a:

H=fj‘fj:r@[uq}di’—fthmmdﬂ—ff}£ PV (6)

Politechnika Swigtokrzyska , KM,KMiMK, Leszek CHODOR Teoria sprezystosci i plastycznosci



LLaS[m

Ty sose T definicji (5) uzyskamy wyragenie na energic potencjalng (T) bryly wyko-
nane] = materialu miowo sprezystego, po przedstawienin odk=sztalcen przez
naprezenia zgodnie = prawem Hooke'a 1 wykonanin preypisanego calkowania
(roewigzanin prostego rownama rozniczkowego):

1

I@I:E

[(1 + v}y — Vo |- (7)

W dalszej czgsel czesto bedziemy stosowaé oznaczemia techniczne, dla kto-
rych (7) preyjmuje postad:

1
P = E[r:.r:,r‘F+r:.r:|l,ﬂ+|:|rE - v ooy oy, +a,:r;}+?{1+p}{T,r9+rHﬂ +Tge )
(5)
W przypadkn bryl mesprezystych duze zastosowame ma twierdzeme 'Emt]-

ghano o mimmum energn dopamajgoe) S1* = 0, ktore bedzie praedmiotem
odrebnego opracowania.
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Teoria Sprezystosci 2 Przedstawienie rownan ZBTS w postaci macie-

i Plastycznosci

TZowWe]

Przedstawimy macierzows postaé podstawowych rownan TS w celu wy-
prowsdzenia metody elementow skofczonych (MES) w zapisie macierzo-
wym.Preyjmujemy nastepujgee oznaczenia: [macierz jujmujemy w DaWIASY
kawadratowe , [wektor| (macierz kolumnows lnb jednowierszowa) ujmujemy
w kreska pionowe. Zwracamy uwage, e na potrzeby nimejszego preedstawie-
nia macierzowego wektory 1 macierze ZBTS, a takze indeksowanme wyrazen
ma inne maczeme od tego, ktore stosowano w zapisie tensorowym.

2.1 Stan odksztalcenia

Stan cdk=stalcenia bryly odksztalcalne) D-|:IIEIJ._]% zwigzkl peometryczne (Can-

chy'ego), ktdre w zapisie macierzowym preyjms postac:

[l = 18]l
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Teoria Sprezystosci  gilzie wektor odksztaleen |=|, macierz operatordw rozniczkowania [3] oraz
i Plastycznosci - - - . - -
wektor przemieszezen |u| mozna zapisaé w postaci:

E11 oy 0 0
_ 0 8 O "
0 0 &
=] g0, [+ B1=|5 5 o | M=|w (10)
Deag 0 & & Ha
2=31 | &8 0 & |

Symbolem & oznaczono operator réeniczhowama po wspdlreedne) = &) =
ddry

2.2 5Stan naprezenia
[B1" | + || = 0] (11)

gdzie T' jest operatorem transpozycjl macierzy ( w tym przypadiu macierzy
operatordw régniczkowania (10)), a wektor naprezen |o| 1 wektor sl maso-
wych |P| moina zapisaé w postaci:
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i

T3
= " P =

oag
oal

B
Fy (12Z)
Py

Statyczne warunk brzegowe na czeion A, powlerzchm ciala A mozns zapisac
w postaci:

15Tle| — @l = [0], (13)
gdzie maciers kosimusdw kerunkowych [S]| zapiszmy w postact:

[ ¥y 0 0 CEp i 0 P -‘
0 o 0 oy oa 0 1,
] 0 ¥y [y e Ty

18] = (14)

a wektor obclgzenia |gu| oraz wektor normalny do powilerzchmi ciala |ow| w

postacy:
Gul Cwrl
7| = m|1|&u|= Ctyg (15)
Jul Cud
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Teoria Sprezystosci 2 i E EW i.EI:E H kﬂ ﬂﬂt'}"l.'- l.'l.'l.T."I"'W ]].E

i Plastycznosci

Riéwmania fizyczne (konstytutywne)dla cial a limowo-sprezystego opisujs row-
nania Hooke'a, ktdre w zapisie maclerzowym pryjms postac:

o = [E]|<] (16)
Macierz stalych matenatowych [E] moina zapisad w postaci

A+ A

A 0D 0T
A A42mp A D DO
oA A A+2%: 0 DD
El=1 g 0 0 u 0D (17)
i 0 0 0 0
0 0 0 00 p

gdzie wepolczynmbka matenatowe Lamego mozna preebiczyé z modoba Youn-
ga E oraz wspolezynmka Poissone’s p:

A=vE /{141 )(1-21),

p=0G=E/2{14w).
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fwracamy wwage, ze tylko dwie z tych stalych matenalowych sa mezalezne,
a najesscie) stosowane sg pary (Ea) lnb (Ap).

W szczegolnych przypadkach ptaskich standw), mamy:

dla plaskiego stam odksztal cema

1 w 0
[E] = E'J-’I'LI—J:J'E]- o1 0 (18)
00 (1-w)/2
dla plaskiego stanu naprezenia
[ l—1r 0 -‘
[E] = E/{1 +1)(1 — 21’} o 1 —1r 0 (19)
0 0 (1—2u)2 |
2.4 Rdwnanie prac wirtualnych
Riwname prac wirtualnych w zapisie macerzowym, otrzymamy po pod-
stawiemia do (3) macierzowych rdwnan ZBTS: (9),(11), (16). W rexunltacie

uzyskamy( 20):

[ lefolelav = | |PR8luldv + [ lau[Tdlulda (20)
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|T——|—‘CSD%|;LD lub po macierzowym przetransponowanin powyZssego Iownana, postac:
eoria Sprezystosci
‘L 51e[T |oldV = }l; Sluff |PldV + Jl; 8l |gold A, (21

i Plastycznosci

3 Rozwiazanie zagadnienia brzegowego teorii spre-
zystosci metoda Ritza

Laldemy, ze wektor preemieszezenia dowolnego punktu wewngtrz ciala moz-

na wyrazi¢ przez liniows kombinacje fonkeji dopuszezalnych g |2|) (funkcj
Ritza):

u(lz]) = wolle]) + Epan - wel|=]). (22)

gdume ay s stalym Ritza, ktorych bedmemy poszulowad. Wspdtczynmila
ay 5 stalymi w rosumieniu rozpatrywanej preestrzem fizyczne |z, ale sg
N& Fazle NIeZnaAnymi zmmnn}'n:u a.pr-:-lv:sj.'m.n.-:p Rizta. E:'.'.Ft.u maowimy w ta-
kim przypadku, ze "stale” sa "nzmienmone”. W rozumenin aproksymacq

stalym =g natomisst pozostale wielkogel, w tym "funkeje” preemieszezen,
naprezei 1 odksztaleen. (22) mozna zapisaé w postact macierzowe)
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e ju| = [N]]al. ()

gdzie macerzs [N| jest macierzg ksztaktn.

Funkeje dopuszezalne =g z gory preyjetymi dowolnymi funkejami, ale spet-
niajacymi warunk brzegowe.

Uwragn:

1) jesh funkcja aproksymujaca me spefnia warunkow brazegowych, to me jest
dopuszezalna 1 me moze bye zastosowana.

2) dokladnoéé aproksymacyi dla konkretnego zagadnienia zalesy od typu
fankep Hitza. Najlepszym typem funkeji aproksymujgeyeh sg seiste fonkeje
ksztaltn, to znaczy wymkajace ze scistego rozwigzama zagadmnienia. Dla kaz-
dego typu funlu:j dopuszczalnych u.'z].ralru_]e;my jednak mozhwe rozwiszane
preyblizone, a jego dokiadnosé mozna mwigkszac poprzez zwickszame hezby
hnkej dopuszezalnyeh w liniowe] kombinacy (22).

3.1 Aproksymacja rownania Cauchy’ego

Po podstawienin do (9) funkeji aproksymacyjnej (23) rdwnania geometrycz-
ne preyjms postac:

|l = [E][N]la] = [B]lal. (24)
gdzie wprowadzono macierz zgodnoécl geometryczne) [B]
18] = [3][V] (25)
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| Plastycznose 3.2 Aproksymacja prawa Hooke'a

Po podstawieniu do (16) funkej aproksymacyjnej (23) zwigzka fizyceme prey}-
my postac:
|| = [E][B]|al (26)

3.3 Aproksymacja rownania prac wirtualnych

Réwname prac wirtualnych (21) po wprowsdzenm aproksymacp (23) preyj-
mie postac:

| s0Bllal)" (EBllalav = | s(N1jal)7 1PV + [ S(Na)Tlavlda (27)
Pqniewn..’: z.r:ucn.u].rrl:u fun]m_]] aprukr;?'mac}'jnﬂj 55 wepdlezynniki |a|, nato-
miast [B] i [N] nie zaletg od |a|, wiee dla]’ moina wylaczyé przed znak

calek 1 w rezulatacie (27) mozemy zapisad w postaci:

SlafT- | |BITIENBllalav = slafT- [ [NTTIPlaV-+3lafT- [ (VITlg.|dA (28)
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Teoria Sprezystosci 3.4 HKanoniczne rownanie Ritza

i Plastycznosci

W celu wysnaczenia stalyeh |a| funkeji aproksymmjacych pole preemieszezen
skorzystamy z warunku stacjonarnosci podiug tych stalych, czylh zerowania
s pochodnych. W tym celun obie strony (29) rozmiczlojemy po 15||:|.|T

, & warunek stacjonarnose: 8L — W mozemy zapisaé w postac:

| B EnBlaa — [ NTIPv + [ N lalia (29

Po wprowadzem cenaczen pomocmczych:

k] [ BT EBllafav, (30)

(vl = [ V1PV, (31)

[l = [ IV lgulda, (32)
gdzie: [k]- macierz sztywnosei, Fy - wektor sit masowych, |[Fy |-wektor ob-
K connicame réwnasio metordy Hitsa mina, aapiaad w swastsi formie:

[E]la] = | Fy| + |Fal. (33)
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