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1. WPROWADZENIE 

W praktyce projektowania konstrukcji elbetowych wa ne s  in ynierskie metody ana-

lizy nieliniowych konstrukcji elbetowych, w których odchodzi si  od statycznej analizy 

spr ystej (liniowej), ale te  nie wchodzi w metody teoretycznie cis e, implementowane 

w programach naukowych, np. w programie ABAQUS (Abaqus Inc (2004) [1]). Tak  in y-

niersk  metod , uwzgl dniaj c  w sposób makroskopowy (integralny) efekty nieliniowe 

konstrukcji elbetowych jest analiza zniszczenia konstrukcji, ostatnio znana cz ciej pod 

nazw  analizy pushover. Metoda ta jest podstawow  metod  badania konstrukcji pracuj -

cych w rejonach sejsmicznych Federal Emergency Management Agency (2000) [2], Marti-

no i in. (2000) [3]. W warunkach sejsmicznych nie mo na pomin  nieliniowego charakte-

ru nie tylko obci e , ale równie  konstrukcji przejawiaj cej z o one, silnie nieliniowe za-

chowania ze wzgl du na nieliniowo ci kompozytowego materia u jak i systemu konstruk-

cyjnego, sprz onego z programem obci e .

Metoda pushover zosta a zaproponowana przez Vidic i in. (1994) [4] oraz Tso i Mogha-

dama (1998) [5]. Podej cie pushover jest rozwijane przez wielu badaczy, szczególnie  

w Ameryce (USA, Kanada) oraz Japonii i doczeka o si  wielu implementacji komputero-

wych. Równie  polsko-francuski program ROBOT (RoboBAT (2006) [6]), zakupiony 

obecnie przez Autodesk, zawiera procedur  analizy pushover, a w tym skrypt do definicji 

przegubu nieliniowego. 

W niniejszej pracy poka emy, e metoda pushover mo e by  stosowana z powodzeniem 

w prostszych warunkach, usuwaj c niespójno  tradycyjnych metod analizy konstrukcji 

elbetowych, w których si y przekrojowe wyznacza si  w procedurach idealnie liniowych, 

za  wymiarowanie zbrojenia przeprowadza si  w nieliniowym stanie granicznym przekroju. 

Taka „u omna” (formalnie niepoprawna procedura), mog a by  akceptowana w okresie, 

w którym powszechnie nie dysponowano programami z opcj  oblicze  nieliniowych. Obec-

nie w praktyce in ynierskiej za podstawowa metod  wymiarowania elbetu nale y uwa a

nieliniow , iteracyjn  technik  oblicze  statycznych, sprz on  z wymiarowaniem zbrojo-

nych przekrojów w stanie granicznym. Uproszczenia stosowane w metodzie pushover 
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zmierzaj  w kierunku integralnego uj cia zjawisk nieliniowych konstrukcji z fundamental-

nym za o eniem stosowania nieliniowych, iteracyjnych metod rozwi zywania i optymali-

zacji konstrukcji. Dzi ki zamodelowaniu przegubu nieliniowego z uwzgl dnieniem kom-

pletu zjawisk fizycznych bez wchodzenia w ich szczegó ow  fizykalno , metoda jest uni-

wersalna, a jednocze nie intuicyjna i nie wymaga zaawansowanych podstaw teoretycznych, 

dzi ki czemu mo e by  szybko przyswojona przez praktyków in ynierów. W uj ciu sej-

smicznym jednym z podstawowych problemów jest wyznaczanie zast pczych statycznych 

si  dzia aj cych na konstrukcj  w ramach monotonicznie rosn cego programu obci e

b d cych si ami zast pczymi w stosunku do si  bezw adno ci od trz sienia gruntu. Tym 

zagadnieniem nie b dziemy si  zajmowa , natomiast rozwa ymy problem integralnego 

definiowania przegubów nieliniowych w elementach pr towych oraz linii przegubów (linii 

za omów w p ytach i elementach pow okowych), a tak e praktycznego uj cia miejsc kry-

tycznych (przegubów) w algorytmach komputerowych, poprzez uto samienie tych miejsc 

z punktami ca kowania procedur numerycznych, a tak e uwzgl dnienia istotnych w kon-

strukcjach elbetowych odkszta ce  i zarysowa  poprzecznych. 

Na przyk adzie potwierdzimy, e przy stosowaniu metod analizy fizycznie nieliniowej 

mo na dopu ci  lokalne „niedowymiarowania” przekrojów pod warunkiem, e inne miej-

sca konstrukcji s  w stanie przej  „zwolnione” si y. Nie mo na wi c twierdzi , e tylko 

rozk ad zbrojenia zgodny ze spr ystym polem si  jest s uszny, a ka dy inny jest niedo-

puszczalny. Spostrze enie to wynikaj ce z klasycznego twierdzenia teorii no no ci gra-

nicznej o polach statycznie dopuszczalnych [7] nale y zmodyfikowa  poprzez kontrol

dopuszczalnych zarysowa  oraz ugi  konstrukcji elbetowych.  

2. MODEL KONSTRUKCJI Z KRYTYCZNYMI PRZEGUBAMI NIELINIOWYMI 

2.1. Mechanizm zniszczenia przegubu (lub za omu) krytycznego  

w konstrukcjach elbetowych 

Opis przegubów krytycznych (nieliniowych, plastycznych) jest jednym z wa niejszych 

zagadnie  analizy pushover. Na rysunku 1 pokazano proces powstawania przegubu kry-

tycznego w warunkach mimo rodowego ciskania pr tów elbetowych, który by  obszernie 

badany przez Bayrak i Sheikh (2000) [8].  

Rys. 1. Przegub krytyczny wywo any mimo rodowym ciskaniem wg Bayrak O., Sheikh S.A. (2000) [8] 

Podczas zwi kszaj cego si  poziomu obci e , punkty lub linie krytyczne konstrukcji 

ulegaj  stopniowemu niszczeniu. W rezultacie konstrukcja zmienia swoj  sztywno .

Zgodnie z propozycj  ATC-40 (1996) [9], w statycznej, nieliniowej analizie pushover, 

cie k  równowagi (przemieszczenie – mno nik si  zewn trznych) opisuje si  typow  rela-

cj , pokazana na rysunku 2. Pi  punktów nazwanych A,B,C,D i E zwi zane jest z poja-

wianiem si  kolejnych przegubów krytycznych, a trzy punkty nazwane IO, LS i CP opisuj
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akceptowalne kryteria dla konstrukcji kolejno: IO (Immediate Occupance) – dora ne u yt-

kowanie, LS (Live Safety) – bezpiecze stwo eksploatacji i CP (Collapse Prevention) – me-

chanizm zniszczenia. 

Rys. 2. Typowa relacja obci enie – odkszta cenie w analizie pushover 

2.2. Model przegubu nieliniowego stosowany w analizie pushover

Tworzenie si  przegubów krytycznych jest stopniowe. Zale no  mi dzy zast pcz  si

przekrojow , a przemieszczeniem zast pczym w przestrzeni interakcji mo e by  inna dla 

ka dego punktu krytycznego. Zalecamy, aby te zwi zki konstytutywne wyznacza  meto-

dami numerycznymi ni szego poziomu i weryfikowa  na drodze do wiadczalnej. 

Zwi zek konstytutywny mi dzy si  uogólnion P, a przemieszczeniem uogólnionym u,

zapiszmy za pomoc  formu y

0)(P,uf                                                            (1) 

gdzie  f  jest w ogólno ci nieliniow  funkcj  uwik an , opisan  powierzchni  regresji wy-

znaczon  na drodze bada  numerycznych lub do wiadczalnych, opisywan  cz sto funkcj

dwu- lub wieloliniow  lub w celu unikni cia osobliwo ci funkcj  sklejan  trzeciego stop-

nia. W przypadku wi kszej liczby sk adowych si  przekrojowych (np. N – si a osiowa, M – 

moment zginaj cy) zwykle wyznacza si  si  zast pcz  np. spe niaj c  równanie interakcji. 

2.3. Model MES uwzgl dniaj cy cinanie i nieliniowo  materia ow

Poniewa  w analizie pushover konstrukcji elbetowych du e znaczenie odgrywaj  ob-

ci enia i przemieszczenia poprzeczne, wi c w modelu elementu nale y uwzgl dni  od-

kszta cenia styczne. Dlatego stosuje si  element Timoshenki, w którym przekrój p aski

przed odkszta ceniem pozostaje p aski, lecz nie pozostaje prostopad y do osi pr ta [12]. 

Odkszta cenia w dowolnym punkcie P(y,z) przekroju poprzecznego elementu Ti-

moshenki, poddanego mimo rodowemu ciskaniu mo emy zapisa  wzorem: 

)()()(),,( xzkxykxzyx yzCx ,        )(),,( xzyx yxy ,         )(),,( xzyx zxz         (2) 

Uogólnione odkszta cenia w punkcie odniesienia przekroju poprzecznego C(0,0) ( ro-

dek ci ko ci przekroju przed zarysowaniem) wynosz  (podano tylko funkcje od x):

xaC u , ,       xzzk , ,       xyyk , ,      xzy w, ,      xyz v,               (3) 

gdzie wprowadzono oznaczenie xfxf . Uogólnione odkszta cenia (3) zale  od prze-

mieszcze  dowolnego punktu. W niniejszej pracy wykorzystamy 3-w z owy element izo-

parametryczny [12]. 
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Funkcje kszta tu dla poszczególnych przemieszcze  uogólnionych maj  posta :
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Zastosujemy ca kowanie numeryczne za pomoc  schematu 5-cio w z owego ca kowa-

nia Gaussa-Lobatto (Chrisfield (1986) [11]). Takie rozmieszczenie punktów ca kowania 

numerycznego (na ko cach i w rodku elementu – rys. 3) odpowiada sprawczym miejscom 

zachowania fizycznie nieliniowego. 

Rys. 3. Trójw z owy element pr ta z przekrojami wielopunktowymi (elementami FE) z 5 punktami 

ca kowania 
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Prawo konstytutywne opisuj ce zale no  pomi dzy odkszta ceniem E a napr eniem S

obliczone na podstawie wektorów przemieszcze  w z owych q mo na napisa  w postaci [12]: 
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W tym przypadku, macierz Jakobiego przekszta cenia ze wspó rz dnych naturalnych  do 

wspó rz dnych kartezja skich x jest liczb , Rakowski (2006) [12]:  

.2/,/2,2/ 1
, LLLx JJJ                                       (10) 

W celu ograniczenia liczby stopni swobody i zachowania zalet metody pushover, coraz 

wi cej autorów (Martinelli (2008) [10]), stosuje dyskretyzacj  wielopunktow , w której 

przekrój poprzeczny jest analizowany jako zbiór w ókien, z których ka de podlega prawu 

konstytutywnemu rozci gania/ ciskania osiowego i w ogólno ci ma inny materia  i inne 

po o enie w przekroju.  

Zastosowanie analogii kratownicy Mörscha (1907) pozwala na uwzgl dnienie w sposób 

przyst pny (Martinelli (2008) [10]) dla zastosowa  numerycznych zmniejszenia sztywno ci

przekroju wywo anych rysami poprzecznymi. Kratownica Mörscha powstaje przez przyj cie, 

e jej s upkiem zast pczym jest beton pomi dzy dwoma rysami uko nymi, a dwoma krzy ul-

cami jest beton przyleg y i równoleg y do jednej z tych rys oraz prostopad y do drugiej rysy. 

Macierz sztywno ci zarysowanego przekroju Ks wyprowadzimy z ogólnej zale no ci 

(Rakowski (2006) [12]): 

A

T
s dAzyzy ),(),( bDBK                                          (11) 

Po podstawieniu do (11) wcze niejszych wyra e , skorzystaniu z analogii Mörscha i wy-

konaniu przypisanych ca kowa , otrzymujemy wyra enia na sk adowe macierzy sztywno ci:
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gdzie: i  – kosinus kierunkowy pr ta, we wspó rz dnych elementu i = x,y,z; ccGA – sztyw-

no  poprzeczna odpowiadaj ca ciskaniu betonu, )( cccMcMM AAGAG  odpo-

wiada dzia aniu kratownicy zast pczej; isisis AEk ,,, – sztywno i-tego pr ta stalo-

wego; jcjcjc AEk ,,,  – sztywno j-tego rozci ganego w ókna betonowego FE, 

kcckcckcc AEk ,,,  – sztywno k-tego ciskanego w ókna betonowego, gdzie dla 

w ókna stali, betonu rozci ganego i betonu ciskanego oznaczono odpowiednio in-

deksami i, j, k.

3. PRZYK AD 

Przedstawiony w pracy algorytm zaimplementowano w procedurze programu SCILAB 

(MATLAB) i zastosowano do analizy ramy pokazanej na rysunku 4, wykonanej z betonu 

C30/37 i zbrojonej wk adkami ze stali B500. Rozwi zanie przyk adu pomocniczego (wspor-

nik elbetowy obci ony si  skupion  na ko cu) w programie ABAQUS pozwoli o oszaco-

wa  charakterystyk  przegubów plastycznych w postaci trójliniowej, pokazanej na rysunku 5. 

Rys. 4. Rama z przyk adu 3 Rys. 5. Charakterystyka przekroju krytycznego ramy 

Zakres analizy ramy ustalono w obszarze od obci enia ci arem w asnym do oblicze-

niowego obci enia normowego równomiernie roz o onego na ka dym ryglu i wynosz ce-

go qmax = 66 kN/m, a ujmuj cego ci ar posadzek, cian dzia owych i obci enie u ytkowe 

pomieszcze  mieszkalnych. Przeprowadzono iteracyjn  analiz , gdzie w po rednim kroku 

stwierdzono wyczerpanie no no ci normowej przekrojów krytycznych oznaczonych za-
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czernionymi kó kami na rysunku 4. Na rysunku 6 pokazano stan ko cowy rygla R2 ramy, 

ocenianego jego zarysowaniem. Zarysowania przekrojów krytycznych rygla R2 s  mniejsze 

od granicznego, dopuszczonego norm agr = 0,3 mm przy jednoczesnym przekroczeniu 

no no ci normowej przekrojów podporowych. Z analizy zachowania przyk adowej kon-

strukcji elbetowej, wynika, e jej no no  jest limitowana rozwarto ci  rys, a nie przekro-

czeniem normowej no no ci granicznej przekroju. 

Rys. 6. Stan zarysowania rygla R2 pod pe nym obci eniem

4. WNIOSKI 

Do projektowania i szacowania no no ci konstrukcji elbetowych przydatna jest sta-

tyczna odmiana metody pushover, stosowana wraz z definicj  nieliniowych, integralnych 

przegubów (w pr tach) lub za omów nieliniowych (w p ytach i pow okach). Charakterysty-

ka przegubu mo e by  wyznaczona w pomocniczym zadaniu na drodze eksperymentalnej 

lub symulacji numerycznej. W nieliniowej przyrostowej metodzie oblicze  statycznych 

z jednoczesnym wymiarowaniem (zbrojeniem) przekrojów nale y kontrolowa  zarysowa-

nia oraz ugi cia konstrukcji w stanie zarysowanym na ka dym kroku przyrostu obci enia.

W algorytmach numerycznych mo na stosowa  dyskretyzacj  wielopunktow  przekrojów 

oraz analogi  kratownicy Mörscha dla elementu Timoshenki, na przyk ad w sposób poka-

zany w pracy. Zastosowanie analizy nieliniowej zarówno do wyznaczania si  przekrojo-

wych jak i do wymiarowania przekrojów pozwala zlikwidowa  niespójno ci powszechnie 

stosowanych w praktyce in ynierskiej metod projektowania konstrukcji elbetowych,

w których si y przekrojowe wyznacza si  w ustroju liniowo-spr ystym, a zbrojenie dobie-

ra w stanie granicznym przekroju.  
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PUSHOVER ANALYSIS AND NONLINEAR JOINTS  

IN REINFORCED CONCRETE STRUCTURES 

This study presents that static version of pushover analysis, used together with definition of 

nonlinear, integral articulated joints, is useful in calculation and estimation of bearing capacity of 

reinforced concrete structures. In nonlinear incremental method of static calculations with dimensioning 

(reinforcement) of sections  scratching and deflection of structure in scratching state must be controlled, 

in each moment of increasing loads. In numerical algorithms fiber element of sections and analogy of 

Mörsch truss for Timoshenko element could be used, for example in way presented in this study. Using 

nonlinear analysis in static calculations and dimensioning eliminates incoherences of traditional, 

engineering methods of reinforcement concrete calculations, where forces are calculated in linear 

model, and reinforcements are designed in nonlinear critical state of section. 


