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1. WPROWADZENIE

W praktyce projektowania konstrukcji zelbetowych wazne sg inzynierskie metody ana-
lizy nieliniowych konstrukcji zelbetowych, w ktérych odchodzi si¢ od statycznej analizy
sprezystej (liniowej), ale tez nie wchodzi w metody teoretycznie $ciste, implementowane
w programach naukowych, np. w programie ABAQUS (Abaqus Inc (2004) [1]). Taka inzy-
nierska metoda, uwzgledniajaca w sposob makroskopowy (integralny) efekty nieliniowe
konstrukcji zelbetowych jest analiza zniszczenia konstrukcji, ostatnio znana czgsciej pod
nazwa analizy pushover. Metoda ta jest podstawowa metoda badania konstrukeji pracuja-
cych w rejonach sejsmicznych Federal Emergency Management Agency (2000) [2], Marti-
no i in. (2000) [3]. W warunkach sejsmicznych nie mozna pomina¢ nieliniowego charakte-
ru nie tylko obciazen, ale rowniez konstrukcji przejawiajacej ztozone, silnie nieliniowe za-
chowania ze wzglgdu na nieliniowosci kompozytowego materiatu jak i systemu konstruk-
cyjnego, sprzg¢zonego z programem obcigzen.

Metoda pushover zostala zaproponowana przez Vidic i in. (1994) [4] oraz Tso i Mogha-
dama (1998) [5]. Podejscie pushover jest rozwijane przez wielu badaczy, szczegdlnie
w Ameryce (USA, Kanada) oraz Japonii i doczekato si¢ wielu implementacji komputero-
wych. Rowniez polsko-francuski program ROBOT (RoboBAT (2006) [6]), zakupiony
obecnie przez Autodesk, zawiera procedurg analizy pushover, a w tym skrypt do definicji
przegubu nieliniowego.

W niniejszej pracy pokazemy, ze metoda pushover moze by¢ stosowana z powodzeniem
w prostszych warunkach, usuwajac niespdjnos¢ tradycyjnych metod analizy konstrukcji
zelbetowych, w ktorych sity przekrojowe wyznacza si¢ w procedurach idealnie liniowych,
za$ wymiarowanie zbrojenia przeprowadza si¢ w nieliniowym stanie granicznym przekroju.
Taka ,,utlomna” (formalnie niepoprawna procedura), mogla by¢ akceptowana w okresie,
w ktédrym powszechnie nie dysponowano programami z opcja obliczen nieliniowych. Obec-
nie w praktyce inzynierskiej za podstawowa metod¢ wymiarowania zelbetu nalezy uwazaé
nieliniowa, iteracyjng technike¢ obliczen statycznych, sprz¢zona z wymiarowaniem zbrojo-
nych przekrojow w stanie granicznym. Uproszczenia stosowane w metodzie pushover
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zmierzaja w kierunku integralnego ujecia zjawisk nieliniowych konstrukcji z fundamental-
nym zalozeniem stosowania nieliniowych, iteracyjnych metod rozwiazywania i optymali-
zacji konstrukcji. Dzigki zamodelowaniu przegubu nieliniowego z uwzglgdnieniem kom-
pletu zjawisk fizycznych bez wchodzenia w ich szczegdtowsa fizykalnos¢, metoda jest uni-
wersalna, a jednoczesnie intuicyjna i nie wymaga zaawansowanych podstaw teoretycznych,
dzigki czemu moze by¢ szybko przyswojona przez praktykdéw inzynieréw. W ujeciu sej-
smicznym jednym z podstawowych probleméw jest wyznaczanie zastgpczych statycznych
sit dzialajacych na konstrukcj¢ w ramach monotonicznie rosnacego programu obcigzen
bedacych sitami zastepczymi w stosunku do sit bezwladno$ci od trzesienia gruntu. Tym
zagadnieniem nie begdziemy si¢ zajmowaé, natomiast rozwazymy problem integralnego
definiowania przegubow nieliniowych w elementach pretowych oraz linii przegubéw (linii
zatlomdéw w plytach i elementach powtokowych), a takze praktycznego ujgcia miejsc kry-
tycznych (przegubow) w algorytmach komputerowych, poprzez utozsamienie tych miejsc
z punktami calkowania procedur numerycznych, a takze uwzglednienia istotnych w kon-
strukcjach zelbetowych odksztalcen i zarysowan poprzecznych.

Na przyktadzie potwierdzimy, ze przy stosowaniu metod analizy fizycznie nieliniowej
mozna dopusci¢ lokalne ,,niedowymiarowania” przekrojow pod warunkiem, ze inne miej-
sca konstrukcji sa w stanie przejac ,,zwolnione” sity. Nie mozna wigc twierdzi¢, ze tylko
rozkltad zbrojenia zgodny ze sprezystym polem sit jest stuszny, a kazdy inny jest niedo-
puszczalny. Spostrzezenie to wynikajace z klasycznego twierdzenia teorii nos$nosci gra-
nicznej o polach statycznie dopuszczalnych [7] nalezy zmodyfikowaé poprzez kontrolg
dopuszczalnych zarysowan oraz ugie¢ konstrukcji zelbetowych.

2. MODEL KONSTRUKCJI Z KRYTYCZNYMI PRZEGUBAMI NIELINIOWYMI

2.1. Mechanizm zniszczenia przegubu (lub zalomu) krytycznego
w konstrukcjach zelbetowych

Opis przegubow krytycznych (nieliniowych, plastycznych) jest jednym z wazniejszych
zagadnien analizy pushover. Na rysunku 1 pokazano proces powstawania przegubu kry-
tycznego w warunkach mimosrodowego Sciskania pretow zelbetowych, ktory byt obszernie
badany przez Bayrak i Sheikh (2000) [8].
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Rys. 1. Przegub krytyczny wywolany mimosrodowym $ciskaniem wg Bayrak O., Sheikh S.A. (2000) [8]

Podczas zwigkszajacego si¢ poziomu obciazen, punkty lub linie krytyczne konstrukcji
ulegaja stopniowemu niszczeniu. W rezultacie konstrukcja zmienia swojg sztywnosc.
Zgodnie z propozycja ATC-40 (1996) [9], w statycznej, nieliniowe] analizie pushover,
sciezke rownowagi (przemieszczenie — mnoznik sit zewnetrznych) opisuje si¢ typowa rela-
cja, pokazana na rysunku 2. Pi¢é punktéw nazwanych A,B,C,D i E zwiazane jest z poja-
wianiem si¢ kolejnych przegubow krytycznych, a trzy punkty nazwane 10, LS i CP opisuja
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akceptowalne kryteria dla konstrukeji kolejno: 10 (Immediate Occupance) — dorazne uzyt-
kowanie, LS (Live Safety) — bezpieczenstwo eksploatacji i CP (Collapse Prevention) — me-
chanizm zniszczenia.

desslrcere

Rys. 2. Typowa relacja obcigzenie — odksztalcenie w analizie pushover

2.2. Model przegubu nieliniowego stosowany w analizie pushover

Tworzenie si¢ przegubow krytycznych jest stopniowe. Zaleznos¢ migdzy zastgpceza silta
przekrojowa, a przemieszczeniem zastgpczym w przestrzeni interakcji moze by¢ inna dla
kazdego punktu krytycznego. Zalecamy, aby te zwiazki konstytutywne wyznaczaé meto-
dami numerycznymi nizszego poziomu i weryfikowa¢ na drodze doswiadczalnej.

Zwiazek konstytutywny migdzy sita uogdlniona P, a przemieszczeniem uogdlnionym u,
zapiszmy za pomoca formutly

f(Pu)=0 (M

gdzie f jest w ogolnosci nieliniowa funkcja uwiktana, opisang powierzchnia regresji wy-
znaczong na drodze badan numerycznych lub doswiadczalnych, opisywana czesto funkcja
dwu- lub wieloliniowa lub w celu uniknigcia osobliwosci funkcja sklejana trzeciego stop-
nia. W przypadku wigkszej liczby sktadowych sit przekrojowych (np. N — sita osiowa, M —
moment zginajacy) zwykle wyznacza si¢ sil¢ zastgpcza np. spetniajaca rownanie interakcji.

2.3. Model MES uwzgledniajacy Scinanie i nieliniowo$¢ materialowa

Poniewaz w analizie pushover konstrukcji zelbetowych duze znaczenie odgrywaja ob-
cigzenia i przemieszczenia poprzeczne, wigc w modelu elementu nalezy uwzgledni¢ od-
ksztatcenia styczne. Dlatego stosuje si¢ element Timoshenki, w ktorym przekrdj ptaski
przed odksztalceniem pozostaje ptaski, lecz nie pozostaje prostopadly do osi preta [12].

Odksztatlcenia w dowolnym punkcie P(y,z) przekroju poprzecznego elementu Ti-
moshenki, poddanego mimosrodowemu $ciskaniu mozemy zapisa¢ wzorem:

& (60:2) =)~y () +2k,(x), 7, (60.2)=7, (%), Ve =7 (2)

Uogdlnione odksztalcenia w punkcie odniesienia przekroju poprzecznego C(0,0) (Sro-
dek cigzkosci przekroju przed zarysowaniem) wynosza (podano tylko funkcje od x):

SC:Z/[

ax>

k.=6

Z,X

k, =6

ks 7y =0, +w,, V.= ¢9y Vv, 3)

gdzie wprowadzono oznaczenie §f/dx=f,. Uogélnione odksztatcenia (3) zalezg od prze-

mieszczen dowolnego punktu. W niniejszej pracy wykorzystamy 3-weztowy element izo-
parametryczny [12].
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Funkcje ksztaltu dla poszczegdlnych przemieszczen uogdlnionych maja postac:

NJT [N 0 0 0o oy, 00 0 0[N; 0 0 0 0

N [o N 0o N, 00 00N 00 N 0 N, O
NJ|=fo 0o N 0 NJO 0O 0 NJo 0 N, 0 N, 5)

Nl 10 0 0o N o0/0 00N 00 0 0 N 0

NyJ| [0 0 0 0 Mo o000 mo 0 0 0

gdzie:

MO =W21-8), N©O=01-1+S), MN(©&)=01/21+S) (6)
N = -+ 208, ™)

L L
Ns(f)=i[4§(1—52)], N6(5>=§[3(1—52)+25(1—52)]
gdzie £=2x/L.

Zastosujemy calkowanie numeryczne za pomoca schematu 5-cio weztowego catkowa-
nia Gaussa-Lobatto (Chrisfield (1986) [11]). Takie rozmieszczenie punktow catkowania
numerycznego (na koncach i w srodku elementu — rys. 3) odpowiada sprawczym miejscom
zachowania fizycznie nieliniowego.

)
ul

Rys. 3. Trojweztowy element preta z przekrojami wielopunktowymi (elementami FE) z 5 punktami
catkowania
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Prawo konstytutywne opisujace zalezno$¢ pomiedzy odksztalceniem £ a naprezeniem S
obliczone na podstawie wektordw przemieszczen weztowych ¢ mozna napisa¢ w postaci [12]:

&.(&,¥,2) 0.(&,y,2) E 0 0
e=| 7,8 |e=| 7,(8) |&e=b(y,2)-B()q6=De, D=0 G 0], (8)
7-(8) 7.($) 0 0 G
N
1 -y z 00 N,
b(y,2)=00 0 0 1 O0[B&)=| Ny, -q )
0 0 0 0 1 -Ny+N, .
N9+ij§

W tym przypadku, macierz Jakobiego przeksztalcenia ze wspotrzgdnych naturalnych & do
wspotrzednych kartezjanskich x jest liczba, Rakowski (2006) [12]:

— — -1 _
J=x,=L/2J"=

=L/2. (10)

W celu ograniczenia liczby stopni swobody i zachowania zalet metody pushover, coraz
wigcej autorow (Martinelli (2008) [10]), stosuje dyskretyzacj¢ wielopunktowa, w ktorej
przekroj poprzeczny jest analizowany jako zbior widkien, z ktérych kazde podlega prawu
konstytutywnemu rozciagania/$Sciskania osiowego i w ogdlnosci ma inny material i inne
polozenie w przekroju.

Zastosowanie analogii kratownicy Morscha (1907) pozwala na uwzglednienie w sposdb
przystepny (Martinelli (2008) [10]) dla zastosowan numerycznych zmniejszenia sztywnosci
przekroju wywolanych rysami poprzecznymi. Kratownica Morscha powstaje przez przyjecie,
ze jej shupkiem zastgpczym jest beton pomiedzy dwoma rysami ukosnymi, a dwoma krzyzul-
cami jest beton przylegly i réwnolegly do jednej z tych rys oraz prostopadty do drugiej rysy.

Macierz sztywnosci zarysowanego przekroju K wyprowadzimy z ogolnej zaleznosci
(Rakowski (2006) [12]):

K, = [B'(y,2)-D-b(y,2)d4 (11)
A

Po podstawieniu do (11) wezesniejszych wyrazen, skorzystaniu z analogii Morscha i wy-
konaniu przypisanych catkowan, otrzymujemy wyrazenia na sktadowe macierzy sztywnosci:

kyy =k +k., +kcck ki = kcc,kasa s ki =k, e
kg ==k iy; + ke v+ ke, kyka4); ks = kg 27 ke 7+ 2,0
kyy =GA..+ Gy Aoy k., ana 5’
boy =—(keiaia,); s =k 7200, (12)
kyy = A+ Gy Aopy + koo 03025 by =~k q i ); s = ke gz

_ 2
k23 - kcc k% ayaz’

_ 2 4, _ 45.
k44 - ks,iyz +k ]y] +kcc,kykax’ k45 - ks,iyizl +k jyjzj +kcc,kykzkax)9

_ 2 2 4N,
k55 - ks,izi +kc,jzj +kcc,kzkax)7
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gdzie: a; — kosinus kierunkowy preta, we wspolrzednych elementu i = x,y,z; GA,,.— sztyw-

nos¢ poprzeczna odpowiadajaca Sciskaniu betonu, G,,A4.,, = Gy, (4. —A4,.) odpo-

wiada dziafaniu kratownicy zastepczej; k,; = E ;A ;— sztywnos¢ i-tego preta stalo-

s,ilsi
=F. .A

c.j — sztywnos¢ j-tego rozcigganego widkna betonowego FE,

wego; k. ;

k. ck = Ecc,kA

c ce,k
wlokna stali, betonu rozcigganego i betonu $ciskanego oznaczono odpowiednio in-
deksami 4, j, k.

c.j
— sztywnos$¢ k-tego Sciskanego widkna betonowego, gdzie dla

3. PRZYKLAD

Przedstawiony w pracy algorytm zaimplementowano w procedurze programu SCILAB

(MATLAB) i zastosowano do analizy ramy pokazanej na rysunku 4, wykonanej z betonu
C30/37 i zbrojonej wkladkami ze stali B500. Rozwiazanie przyktadu pomocniczego (wspor-
nik zelbetowy obciazony sita skupiona na koncu) w programie ABAQUS pozwolito oszaco-
wac charakterystyke przegubow plastycznych w postaci trojliniowej, pokazanej na rysunku 5.
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Rys. 4. Rama z przyktadu 3 Rys. 5. Charakterystyka przekroju krytycznego ramy

Zakres analizy ramy ustalono w obszarze od obciazenia ci¢zarem wlasnym do oblicze-

niowego obcigzenia normowego rownomiernie roztozonego na kazdym ryglu i wynoszace-
80 ¢mar = 66 kKN/m, a ujmujacego cigzar posadzek, $cian dzialowych i obciazenie uzytkowe
pomieszczen mieszkalnych. Przeprowadzono iteracyjna analizg, gdzie w posrednim kroku
stwierdzono wyczerpanie nosnosci normowej przekrojow krytycznych oznaczonych za-
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czernionymi kotkami na rysunku 4. Na rysunku 6 pokazano stan koncowy rygla R2 ramy,
ocenianego jego zarysowaniem. Zarysowania przekrojow krytycznych rygla R2 sa mniejsze
od granicznego, dopuszczonego normg d, = 0,3 mm przy jednoczesnym przekroczeniu
nosnosci normowej przekrojow podporowych. Z analizy zachowania przyktadowej kon-
strukcji zelbetowej, wynika, Ze jej no$nos¢ jest limitowana rozwarto$cia rys, a nie przekro-
czeniem normowej nosnosci granicznej przekroju.
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Rys. 6. Stan zarysowania rygla R2 pod pelnym obciazeniem

4. WNIOSKI

Do projektowania i szacowania nosnosci konstrukcji zelbetowych przydatna jest sta-
tyczna odmiana metody pushover, stosowana wraz z definicja nieliniowych, integralnych
przegubdw (w pretach) lub zalomoéw nieliniowych (w ptytach i powtokach). Charakterysty-
ka przegubu moze by¢ wyznaczona w pomocniczym zadaniu na drodze eksperymentalnej
Iub symulacji numerycznej. W nieliniowej przyrostowej metodzie obliczen statycznych
z jednoczesnym wymiarowaniem (zbrojeniem) przekrojéw nalezy kontrolowaé zarysowa-
nia oraz ugig¢cia konstrukcji w stanie zarysowanym na kazdym kroku przyrostu obciazenia.
W algorytmach numerycznych mozna stosowaé dyskretyzacje wielopunktowa przekrojow
oraz analogi¢ kratownicy Morscha dla elementu Timoshenki, na przyktad w sposob poka-
zany w pracy. Zastosowanie analizy nieliniowej zar6wno do wyznaczania sit przekrojo-
wych jak i do wymiarowania przekrojow pozwala zlikwidowaé niespojnosci powszechnie
stosowanych w praktyce inzynierskiej metod projektowania konstrukcji zelbetowych,
w ktorych sity przekrojowe wyznacza si¢ w ustroju liniowo-sprezystym, a zbrojenie dobie-
ra w stanie granicznym przekroju.
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PUSHOVER ANALYSIS AND NONLINEAR JOINTS
IN REINFORCED CONCRETE STRUCTURES

This study presents that static version of pushover analysis, used together with definition of
nonlinear, integral articulated joints, is useful in calculation and estimation of bearing capacity of
reinforced concrete structures. In nonlinear incremental method of static calculations with dimensioning
(reinforcement) of sections scratching and deflection of structure in scratching state must be controlled,
in each moment of increasing loads. In numerical algorithms fiber element of sections and analogy of
Morsch truss for Timoshenko element could be used, for example in way presented in this study. Using
nonlinear analysis in static calculations and dimensioning eliminates incoherences of traditional,
engineering methods of reinforcement concrete calculations, where forces are calculated in linear
model, and reinforcements are designed in nonlinear critical state of section.



