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WRAŻLIWO ŚĆ NA IMERFEKCJE PR ĘTÓW CIENKO ŚCIENNYCH 
Z POŁĄCZENIAMI PODATNYMI  

 

 

1. Wprowadzenie 

Dominującą technologią budowy lekkich konstrukcji budowlanych jest scalanie ich ze stalo-

wych prętów o przekroju cienkościennym za pomocą połączeń śrubowych.  

W niniejszej pracy przedstawimy teoretyczne podstawy analizy wrażliwości nośności takich 

konstrukcji na imperfekcje geometryczne: 1) wstępne wygięcia i skręcenia prętów między węzłami, 2) 

parametry modelu połączeń półsztywnych prętów w węzłach, 3) błędy montażowe połączeń prętów. W 

analizie przyjęto model nieliniowego geometrycznie elementu cienkościennego pręta o przekroju otwar-

tym oraz nieliniowy model połączenia odkształcalnego. 

Podatne połączenia prętów mają istotny wpływ na zachowanie konstrukcji stalowych. Rozrzut 

wyników numerycznych oraz doświadczalnych badań podatności połączeń odkształcalnych wskazuje, 

że ich analiza uwzględniająca tylko jeden parametr: wartość średnią – jest niepełna i może prowadzić do 

błędnych wniosków. W literaturze [1,3 i in.] wskazuje się bowiem, że rozrzuty sztywności połączenia 

danego typu mogą dochodzić do 60%, a więc znacznie przekraczać zmienności innych parametrów 

konstrukcji.  

Przestawione elementy modelu teoretycznego mogą być podstawą budowy  procedur i progra-

mów numerycznych obliczania wrażliwości. Te z kolei mogą być zastosowane w procedurach oblicza-

nia niezawodności konstrukcji za pomocą Stochastycznej Metody Elementów Skończonych. 



2. Model elementów systemu konstrukcyjnego z imperfekcjami 

2.1 Model pręta cienkościennego z imperfekcjami 

W modelu pręta cienkościennego uwzględnijmy imperfekcje geometryczne osi pręta w funkcji 

względnej długości ]1,0[)/( 1 ∈= lxξ : Tp YYY )](),(),([ 321
)( ξξξ=Y =[wstępne skręcenie przekroju 

wokół osi pręta 1x , wstępne wygięcia pręta na kierunku osi 2x , wygięcie na kierunku osi 3x ] (rys. 1). 

Przyjmijmy następujące założenia: 

1) Założenie geometryczne: a) małe odkształcenia, duże przemieszczenia liniowe i kąty skręcenia, 

umiarkowane obroty przekroju od zginania (nieliniowości drugiego rzędu), b) hipotezę kinematycz-

ną Bernoulliego dla zginania i Własowa dla paczenia. 

2) Założenie fizyczne: materiał sprężysto-plastyczny HMH z izotropowym wzmocnieniem liniowym. 

Można pokazać [5], że założenie geometryczne prowadzi do następujących wzorów na składowe 

tensora odkształcenia Greena-Lagrange’a dowolnego punktu P przekroju pręta (rys.1): 
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YYY UUk φφ sincos 030203 ′′+′′= ,   13123 sincos YYYYkY ′′+′′= . (6a,b) 

 Analiza przeprowadzona w [6] wskazuje, że wrażliwość nośności konstrukcji należy szacować 

z uwzględnieniem 

plastycznych wła-

sności materiału.  

Założenie plastycz-

ności można opisać 

standardowymi 

zależnościami przy-

rostowymi pomię-

dzy przyrostem 

odkształce-

nia { }Tγε ∆∆=∆ ,εεεε i naprężenia { }Tτσ ∆∆=∆ ,σσσσ [8]: 

εE ∆=∆ epσσσσ ,   peep EEE −= , (7a,b) 
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gdzie : 22 3τσσ +=e , σ - całkowite naprężenie normalne oraz styczne τ , H ′ - parametr wzmoc-

nienia. Wykres rozciągania materiału pozwala określić moduł Younga E, parametr wzmocnienia 

)/( TT EEEEH +=′ , a po uwzględnieniu odkształcalności poprzecznej również moduł Kirchoffa G.  

W analizie należy również uwzględnić naprężenia resztkowe walcownicze w przekroju, np. 

według rozkładu pokazanego na rys. 2. Mają one istotny wpływ na pracę prętów cienkościennych [7,8] 

w zakresie plastycznym i są naprężeniami wyjściowymi w iterowaniu warunku (7). 
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gdzie macierz sztywności stycznej elementu )( p

T
K należy wyznaczać z wykorzystaniem zależności 

 

Rys. 2 

 



geometrycznych (1) do (6) i z uwzględnieniem plastyczności wyrażonej formułami (7),(8). Należy pod-

kreślić, że konieczność uwzględnienia plastyczności czyni problem bardziej złożonym, bowiem oprócz 

podziału konstrukcji na elementy po długości należy wprowadzić dodatkowe punkty całkowania po 

wysokości i szerokości przekroju. Posługiwanie się typowymi charakterystyki geometrycznymi przekro-

ju cienkościennego jest niewystarczające - wymagana jest pełna znajomość wymiarów liniowych prze-

kroju. 

2.2 Model połączenia podatnego z imperfekcjami 

Na rys. 4 pokazano model połączenia podatnego o czterech parametrach nEME pspes ,,,  opi-

sany zależnością Ramberda-Osgooda [1,3]: 
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Parametry połączenia (otoczone obwódką na rys. 4) należy wyznaczyć doświadczalnie lub numerycznie.  

Bahaari i Sherbourne 

[1] przeprowadzili ana-

lizę numeryczną 38 ty-

pów połączeń doczo-

łowych za pomocą 

programu ANSYS, 

porównali wyniki z ba-

daniami doświadczal-

nymi oraz sformuło-

wali krzywe regresji parametrów modelu w zależności od wymiarów geometrycznych połączeń. Praca 

połączenia ustalonego typu istotnie zależy od sztywności jego elementów: blach czołowych, średnicy i 

Rys. 4 
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rozstawu śrub, żeberek, rozmiarów i typów łączonych profili.  

Przyjmiemy, że parametrami imperfekcji połączeń podatnych są zmienne 

T
pspes

Ts nEMEYYYY ],,,[],,,[ 7654
)( ==Y . Są to globalne parametry połączenia, z których każdy jest 

nieliniową funkcją wymiarów geometrycznych połączenia (Bahaari i Sherbourne [1] wytypowali 12 

istotnych wymiarów geometrycznych dla połączenia czołowego z wysuniętą blachą czołową). 

 Model połączenia uogólnijmy 

na przypadek skręcania i zginania w 

dwóch płaszczyznach. Na rys. 5 poka-

zano stopnie swobody połączenia wyra-

żone przez siły i przemieszczenia w 

węźle (i) oraz (j).  

Przy pominięciu wzajemnego 

sprzężenia sztywności w różnych kie-

runkach wektor przemieszczeń węzłowych połączenia (s) T
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Ze względu na stosunkowo mały (w stosunku do zginania) wpływ skręcania na wytężenie prę-

tów przyjmiemy, że sztywność połączenia na skręcanie jest stała i równa sprężystej sztywności począt-

kowej 11 esEE = . Natomiast dla zginania wokół obu osi głównych przekroju przyjmiemy model (9) 

odpowiednio o parametrach iespsp nEEM ),,,( (i=2,3 – płaszczyzny zginania). Przez zróżniczkowanie 

tego modelu względem φ , otrzymujemy giętną sztywność styczną połączenia  
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Z przyjętego modelu wynika, że: 1) połączenie ma zerową długość, 2) pomija się osiowe i poprzeczne 

odkształcenia połączenia, a w rezultacie oba węzły połączenia są kompatybilne.  

W dwóch najczęściej spotykanych przypadkach połączeń przyjmiemy następujące warunki na 

paczenie: 

Rys.5 



1) w połączenia rygla ze słupem (rys. 

6a) zerowanie paczenia 0=Γj (pełne 

utwierdzenie ze względu na paczenie). 

2) w połączeniu belek (rys. 6b) do 

macierzy sztywności na stopniu swo-

body paczenia węzła należy dodać 

sztywność żeberka przeciwko pacze-

niu hGIE sT = , gdzie sI - sztywność skrętna przekroju żeberka, h – wysokość belki. W przypadku 

żebra lub blachy czołowej o szerokości b i grubości t można przyjąć sztywność skrętną 33/1 btI s = . 

2.3 Błędy montażowe 

Sposób wykonstruowania połączeń czołowych na śruby wysokowytrzymałe zachęca wykonaw-

ców do likwidacji nieuniknionych odchyłek wykonawczych przez dokręcenie śrub. W wyniku tego 

konstrukcja może zostać wprowadzona w stan naprężenia dochodzący do kilkunastu procent jej spręży-

stej nośności (Biegus (1998)[2]).  

Wady styków przypiszemy do elementów zakończonych elementami złącznymi. Mogą one ob-

jawiać się na każdym stopniu swobody [ ] [ ]TTm uuuYYYYYYY Γ== ,,,,,,,,,,,, 332211141312111098
)( φφφY  , 

więc poprzez: skrócenie (wydłużenie) elementu, kąt skręcenia, przesunięcia i kąty obrotu w dwóch 

płaszczyznach oraz spaczenie powierzchni przylgowej w przekrojach przywęzłowych elementu. 

Zakładamy, że obciążenie konstrukcji błędami montażowymi poprzedza wszystkie inne obcią-

żenia oprócz ciężaru własnego. Stanowią więc one stan wyjściowy do dalszej analizy konstrukcji po-

dobnie jak walcownicze naprężenia resztkowe w przekrojach. Błędy montażowe, podobnie jak wpływy 

termiczne lub przemieszczenia podpór uwzględnia się w sposób konwencjonalny: równoważnik wę-

złowy wywołany błędem montażowym na danym stopniu swobody wynosi: )()()( mpm YKf
T

= . 

3. Model systemu konstrukcyjnego i wrażliwość nośności 

3.1 Warunek równowagi systemu konstrukcyjnego 

 Związki przestawione w p.2 pozwalają zbudować warunek równowagi systemu konstrukcyjne-

go złożonego z prętów cienkościennych z połączeniami odkształcalnymi. Warunek ten po zlinearyzo-

waniu dostosowanym do iteracji metodą Newtona-Raphsona można zapisać w postaci 

( ) )()( afPaaK −⋅+=⋅ δλλδT , (13) 

Styczna macierz sztywności systemu ∑= )(e
TT KK jest sumą macierzy sztywności prętów (p) oraz 
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połączeń (s) ((e)=(p)+(s)) i w przypadku nieliniowym zależy od wektora przemieszczeń węzłowych 

konstrukcji a; f jest wektorem sił wewnętrznych (sił przywęzłowych), P jest obciążeniem odniesienia 

(konfiguracją obciążenia) skalowanym mnożnikiemλ .  

3.2 Wrażliwość nośności systemu prętów cienkościennych 

Na rys. 7 grubą linią ciągłą oznaczono linię 

łączącą punkty graniczne PG obserwowane na ścież-

kach równowagi konstrukcji wyznaczonych dla róż-

nych wartości imperfekcji Y. 

Wrażliwość nośności konstrukcji grλ na 

zmiany wektora imperfekcji Tmsp ],,[ )()()( YYYY =  

(imperfekcje prętów )( pY (p.2.1), imperfekcje połą-

czeń )(sY (p.2.2) oraz błędy montażowe )(mY (p.2.3)) 

wynosi 

wrażliwość nośności=
Y∂

∂ grλ
                     (14)  

Różniczkując warunek równowagi przed linearyzacją PafG λ−= )( po Y otrzymujemy 
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 Mnożąc lewostronnie powyższe równanie przez wektor własny TΨ macierzy afK ∂∂= /T , 

uwzględniając symetrię macierzy ( ) 0KK =Ψ=Ψ T
TT

T  oraz warunek punktu granicznego 

0=dsd grλ ,   ,0KΨ =T
T  (s – parametr ścieżki równowagi) otrzymujemy wyrażenie na wrażliwość 

nośności systemu prętów cienkościennych 
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Wrażliwość nośności jest jedną z podstawowych  informacji potrzebnych do wyznaczenia nie-

zawodności konstrukcji [4]. 

4. Uwagi i wnioski 

W pracy przedstawiono podstawy teoretyczne umożliwiające budowę algorytmów numerycz-

nych do analizy ścieżek równowagi, wyznaczania nośności oraz badania wrażliwości nośności kon-

strukcji zbudowanych z prętów cienkościennych z połączeniami podatnymi obarczonych imperfekcjami 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 7 
 



geometrycznymi osi prętów, imperfekcjami parametrów połączeń podatnych oraz błędami montażo-

wymi w zakresie nieliniowym geometrycznie oraz fizycznie. 

Zaproponowany element pręta cienkościennego w sposób jawny zawiera parametry imperfekcji 

geometrycznych wygięć osi oraz wstępnych skręceń, co umożliwia zastosowanie metody bezpośrednie-

go różniczkowania do wyznaczania wrażliwości nośności. 

Model połączenia podatnego potraktowano w sposób zgodny z filozofią metody elementów 

skończonych, co pozwala na proste modyfikacje standardowych procedur numerycznych. 

Przykłady analizy konstrukcji z wykorzystaniem przedstawionego algorytmu są zamieszczane 

w pracach [4,5]. 
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SENSITIVITY ANALYSIS OF NONLINEAR THIN-WALLED BARS 
WITH SEMI-RIGID CONNECTIONS  

 
Summary 

 Sensitivity analysis of  3-D frame consists with thin-walled rods and semi-rigid connections are 

developed. Rod model incorporates geometric imperfections and material nonlinear is formulated. The 

nonlinear connection behavior is modeled using Ramberg-Osgood moment-rotation relationship. 

 An efficient algorithm that may be used to determine sensitivity of load capacity of respect con-

nection parameters is shown.  


