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ANALIZA WRAZLIWOSCI KONSTRUKCJI
W STOCHASTYCZNEJ METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH

1. Wprowadzenie
W stochastycznej metodzie elementow skonczonych (Hasofer, Lind (1974) [S], Madsen i.in.
(1986) [7], Der Kiureghian i.in. (1987) [4], Liu 1 in. (1988) [6], Chodor (1988, 1991) [2,3] itd.) mozna
wydzeli¢ trzy podstawowe zagadnienia:
o dyskretyzacje losowego pola konstrukgji, obciazen i kinematycznych warunkéw brzegowych na
stochastyczne elementy skoficzone [7, 3), .
e aproksymacj¢ powierzchni odpowiedz konstrukcji w przestrzeni zmiennych losowych 1 poszu-
kiwanie wrazliwosci odpowiedzi na zmiany parametrow losowych w ustalonym punkcie {2, 4, 8],
o przeprowadzenie procedury optymalizacji w celu oszacowania niezawodnosci w punkcie aproksy-
macji Levi’ego (punkcie obliczeniowym) ({4] i. in.).
W niniejszej pracy zajmiemy sie metodami wyznaczania wrazliwosci konstrukgji na losowe
zmiany parametréw wejsciowych. Szczegdlng uwage zwrocimy na sposoby obliczania wrazliwosci

sprezysto-plastycznych systemdw nieliniowych, niezbedne w analizach stanéw granicznych.

2. Wrazliwosé konstrukeji w stochastycznej metodzie elementéw skoticzonych

W celu usytuowania analizy wrazliwosci w stochastyczne) metodzie elementéw skonczonych
rozpatrzmy rownanie rownowagi konstrukcji w przestrzeni wejSciowych zmiennych losowych X (np.
obciazenia, ksztattu konstrukgji, statych materialowych itd.) ) i zaleznych od nich losowych odpowiedzi
systemu a(X): '

Y(a(X),X)=0. (1)

Wspotrzedne wektora ¥ sa sitami resztkowymi (Zienkiewicz, Taylor (1990) [10]).

Na zmiennych systemu konstrukcyjnego skonstruujmy funkcjonat opisujacy powierzchnig graniczng
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g = 8(a(X), X) =0. @
Po przeprowadzeniy transformacji Y = T[X] wektora losowych skorelowanych zmiennych

X o dowolnym rozkladze prawdopodobienstwa do nieskorelowanych zmiennych Y o standaryzowa-
nym rozkladzie normalnym , otrzymamy nowsg powierzchni¢ graniczna;

G(Y) = g(T"(Y)) = 0. @)
W teorii niezawodnosci zmienng losowa G, przyjmujaca wartosct dodatnie w bezpiecznych
stanach konstrukcji, nazywa si¢ zapasem bezpieczefistwa. W punkcie Y obliczmy indeks niezawod- |
nosci B9 zdefiniowany jako stosunek wartosci oczekiwanej E(G® = G(Y™)) zapasu bezpieczeni-
stwa G” i jego odchylenia standardowego m (pierwiastka z wariangji):
o _ E(G?)
“Fa@ ®
Oszacowanie indeksu (4) jest istotnym problemem w teorii niezawodnosci, poniewaz mozna udowodni¢
(Hasofer,Lind (1974) [5]), ze jest on dobra miara niezawodnosci konstrukcji w najbardziej prawdopo-
dobnym punkcie zniszczenia, to jest w punkcie Y w ktorym (4) osiaga minimum
YO = (Y?: B9 = min) .
Rozwinmy wyrazenie na zapas bezpieczenstwa G w szereg Taylora wokot punktu Y :
G(aY)~ G(»",Y?)+ VG, YO) (Y- V) + ... (%)
W celu obliczenia parametrow statystycznych zapasu bezpieczenstwa ograniczmy sie do dwoch

pierwszych wyrazow rozwinigcia i zastosujmy operator wartosci oczekiwanej w stosunku do (5):

E[G(a, Y)] ~ G(a(i), Y(i)) + VG(a(i), Y(i)) . (E[Y] - Y(i)) , (6a)

Var[G(a,Y)] = VG, Y?)T.Cov[Y]- VG(a®,Y?) . (6b)
W wyrazeniach (6), pozwalajacych wyzanczy¢ indeks niezawodnosci, wystepuje gradient zmiennej G

VG(a,Y) =[ @)

G oG oG |
aY, '8y, oy, |

ZwrdCmy jeszcze uwage, ze W celu oszacowania parametrow statystycznych odpowiedz

a(Y(X)) rozwinigcie w szereg Taylora najlepiej prowadzi¢ wokoét punktu oczekiwanego zmiennych
wejsclowych X = E[X] [2), czyli wokot zerowych wartosci zmiennych standaryzowanych

E[Y]=Y" = 0. W tym przypadku nie sa potrzebne iteracje w celu poszukiwania punktu aproksy-
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magcji, a uzyskane wyniki beda_lepiej aproksymowaly statystyczne parametry odpowiedz.

3. Oszacowanie gradientu powierzchni granicznej
Okreslenie gradientu (7) zmienngj G mozna otrzymaé, rézmiczkujac rownanie (3) wzgledem

wektora zmiennych wejsciowych Y , w postaci:

% da , 26)
da dX 00X

W tym réwnaniu pochodne czastkowe dg / fa , dg / &X oraz jakobian Y / 0X s wielkoéciami zna-

VG(a,Y):(

nymi, natomiast da / dX nalezy wyznaczy¢ numerycznie.

Podstawowym problemem analizy wrazliwosci jest wigc wyznaczenie pochodnejda / dX , tj.
niejawnych zmian odpowiedz systemu da wywolanych przez zmiany zmiennych wejsciowych dX .
W ogolnosci istniejg trzy metody rozwiazania tego problemu: metoda roznic skoriczorych, metoda
zmienrych sprz¢zonych oraz metoda bezposredniego rozniczkowania.

Metoda rdznic skoﬁczohych jest prosta w implementacji numerycznej, lecz w praktycznych za-
gadnieniach nieliniowych niedoktadna. Roznica pomiedzy metoda sprzezong 1 bezposredniego rdznicz-
kowania polega na innym zapisie 1 wynikajacych stad innych algorytmach numerycznych obliczania ilo-
czynu g/ Ca-da/dX.

W metodzie sprzezonej (pomyslanej jako uproszczenie bezposredniego rézniczkowania w
przypadku malej liczby funkcji celu w zagadnieniach optymalizacji) mniewiadoma jest iloczyn
dg/ da-da/dX, a nie wrazliwosci odpowiedzida / dX . Metoda ta jest eféktywna w przypadku
malej liczby funkcjonalow odpowiedzi 1 niezaleznosci da / dX od poprzednich krokéw przyrosto-
" wych.

W pracy zajmujemy si¢ problemem geometrycznie Vi fizycznie nieliniowym. W tym przypadku
bardziej uzyteczna i bardziej przejrzysta metoda, jest metoda bezposredniego rézniczkowania (Vidal,
Haber (1993) [9], Michaleris i inni (1994)[8)).

4. Obliczenie wrazliwosci metodg bezposredniego rézniczkowania odpowiedzi systeméw zalez-

nych od czasu w procedurze priyrostowej

Obliczenie wrazliwosci odpowiedz systemu metoda bezposredniego rézniczkowania odbywa

sie rownolegle z detenministyczna procedurg przyrostowa;:
KT-6a=-—\I’(a,), a,,, =a,+0a ©)

gdzie: K, = 0¥ /0a -macierz sztywnosci stycznej, Sa - przyrost odpowiedz systemu, ‘P-. sifa

o
-
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resztkowa odpowiadajaca poziomowi odpowiedzi systemu a 7 » 4 -krok iteracji wewnatrz przyrostu N .
Zalemosé (9) uzyskano po rozwinigeiu (1) w szereg Taylora wokét punktu a, i zachowaniu w rozw1-
nieciu czlonéw pierwszego rzedu (Zienkiewicz, Taylor (1990) [10])

Po obliczeniu pochodnej czastkowej sit resztkowych (1) wzgledem k-tej zmiennej bazowej X,
jako funkcji ztozonej, otrzymamy for'muh; do wyznaczania wrazliwosci da / dX, w postaci:

da oY
K. . = - , 10
Tdx,  ax, | (1o

zprawg strong O/ 8X, nazywana wektorem pseudo-obciazenia. W obu formutach (9) 1 (10) wyste-

puje macierz styczna K ,,

4.1. Geometrycznie nieliniowe sformufowanie
W zagadnieniu geometrycznie nieliniowym wektor prawych stron w formule (10) zalezy od
wrazliwosci w poprzednim kroku przyrostowym N-/ zgodnie z zaleznoscia (Michaleris i. in. (1994) [8]):

_o¥ =_( @¥)y (da),., +(aki/)N) an
oX, (Ca)y,, dX, ox, J'

Pochodna (da),_, /dX, w réwnaniu (11)jest znana z poprzedniego kroku, a ta szacujemy z kolei
na podstawie pochodnej (da)_, / dX, z kroku wezesniejszego. Postepujemy tak, az do poczatko-
Wego przyrostu.

4.2. Geometrycznie i fizycznie nieliniowe sformufowanie

W problemach nieliniowych fizycznie w miejsce jednego réwnania rownowagl w postaci sit
resztkowych (1) wprowadzamy dodatkowe réwnanie powrotu do powierzchni plynigcia w punktach
calkowania numerycznego. Taki sposob postepowania jest efektywniejszy od dodatkowego uwiklania

réwnan rownowagi (1) przez zwiazki fizyczne. Powstaly ukfad réwnarn mozna zapisaé w postaci:
lI’(a,tc-(a)) =0, (12a)
F(a,x(a)) =0, (12b)
gdzie: x - wektor , staltych” materialowych wyznaczony w punkcie calkowania Gausa, F - wektor
»0dejcia” od powierzchni plyniecia (analogia do sit resztkowych ¥ wyznaczajacych ,,odejécie” od
polozenia rownowagj).

Pochodne czastkowe sit resztkowych (12a,b) wzgledem k-tej zmiennej X, otrzymujemy po-
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przez rbzniczkowanie ich jako funkgji ztozonych. Niejawne pochodne dx/dX, wyznaczane z prze-

romiczkowanego réwnania (12b) wynosza;

dx (aF)" 5F da  &F
=—{—] |5+ : (13)
dx, ok oa dX, oX,

gdzie OF /O jest zaleznym operatorem stycznym uzywanym w poditeracji metody Newtona-Raphsona

uzytej do wyznaczenia przyrostu odpowiedzi Sk . Pochodna dk/dX, nalezy traktowaé jako zalezna

wrazliwo$¢ odpowiedzi systemu, poniewaz zgodnie ze wzorem (13) zalezy ona od pochodnej

daldX,.

Podstawiajac rownanie (13) do przerdiniczkowanego réwnania (12b) otrzymujemy nastgpu-

jaca wyrazenie na niezalezna wrazliwos¢ odpowiedzi

ﬁ-éﬁ.(@)"@ﬁ da _ | o¥ _ac.@“ oF (14)
da ox \&x/ &a| dX, ax, ok \&x/ ax, |

Po wyznaczeniu da / dX, zréwnania (14), zalezna pochodna dk/dX, jest obliczana ze wzoru (13).

W przypadku, gdy wyrazenia (13) i (14) s zalezne od poprzedniego kroku przyrostowego w
celu obliczenia (da),, / dX,, (dx), /dX,, wyrazamy pochodng (dx), /dX, w zaleznoci od

(da), /dX,, poprzez zrézniczkowanie rownania (12b) dla W, tzn.

@)y _ (am]“[@n,w @)y @)y @)y, )y @)y +(c“F)N} (15)
aX,

&, \(@)y/ L@y dY, @)y, 4 @), dY, A

Rozniczkujac rownanie (12a) oraz uwzgledniajac (15) otrzymujemy:

{(a\P)N @9, _((am)" (aF>N},(da>~ )

(@a)y  (Bx)y \(Ox)y (Ca)y | dX,
_[ @)y ([da)yy , @¥)y  (d)y  (O¥)y
(Ga)y., dX, (Ok)ya  dX, aX, (16)

@), ,((aFn)“((aF)N @)y, (OF)y (@), aF]
(Ox)y \(OK)y (Ga)y., dX, (aF)N—l dX, oxX, .

4.3. Metoda kontroli objetosci w analizie wrazliwos$ci ksztaftu systemu

Sposrod dwoch metod do wyznaczenia wrazliwosci ksztattu konstrukgji: metody pochodne;

materialnej oraz metody kontroli objetosci - wykorzystano metode kontroli objetoéci. Arora i in. (1992)

sy
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[1] poréwnujac obie metody, wykazali ich rownowazno$¢: wyrazenia otrzymane przy zastosowaniu
metody pochodnej materialnej mozna uzyskac bezposrednio z koncowego wyrazenia metody kontroli
objetosci. Istotne roznice wystepuja w sposobach implementacji numerycznej obu metod. W metodze
kontroli objetosci wszystkie wyrazenia i catki sa najpierw transformowane do przyjetej (ustalonej) konfi-
guracji odniesienia (Vidal, Haber (1993)[9]). Takie odwzorowanie jest standardowym odwzorowaniem
izoparametrycznym w metodze elementdw skoficzonych. Jakobian tego odwzorowania odgrywa pod-
stawowq role w transformacji rozpatrywanych pochodnych 1 calek. Ten sposdb podejscia pozwala na
bardzo prostg interpretacje wyrazen wrazliwoscl, co ulatwia implementacje numeryczng, (Vidal, Haber
(1993) [9]).

5. Przyklad
Oszacujmy wariancj¢ preemiessczania preta sprezysto-

Ay plastycznego pokazanego na rys. 1.

Pret wykonany jest z matenatlu ze wzmocnieniem z

funkcja plynigcia ¥ = o) — (O'y + kEepl) i stowa-

rzyszonym prawem plynigcia, gdzie &), jest poczatkowa
granicg plastycznoici, E modutem Younga, k wspol-

Rys.l czynnikiem materislowym (k=1/4), O ,;,€,, - inten-
sywnoscia naprezen oraz odksztalcen plastycznych. Zachodz L,/ L, =2, A,/ A4, = 2.

Przyjmijmy, ze jedyng losowa zmienng wejsciowa do systemu jest poczatkowa granica pla-
stycznosci X =0,

Wariancje przemieszczenia a punktu przylozenia obcigzenia oszacujm'y przy zalozeniu, ze
pret jest wykonany z jednego skonczonego elementu stochastycznego z warancja  plastycznosci
Var[o,], a wanancj¢ ta oszacowano na podstawie znanego z badan doswiadczalnych pola losowego
granicy plastycznosci 1 twierdzen o stochastycznych elementach skonczonych [3].

Rozwazajac element izoparametryczny z liniowg funkcja ksztaltu oraz przeprowadzajac cal-
kowanie sit resztkowych (1) w jednym punkcie Gaussa otrzymujemy nastepujace wyrazenie na sily
resztkowe (12a) w srodkowym wcz'le(ﬁ)éi,a,(,\,) — 4,0y — Fivy =0, gdde 0,0, - naprezenia w
punktach calkowania Gaussa odpowiednio w pierwszym 1 drugim elemencie. Natomiast sily resztkowe
»plastyczne” (12b) sa wyznaczane w kazdym punkcie Gaussa (u nas s3 dwa takie punkty) i dla dwoch
niezaleznych wektorow , stalych” materialowych x ,,x ,. Korzystajac ze wzorow (15) i(16) ot:zymamy
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nastgpujace wrazliwosci przemieszezenia a w dwoéch krokach przyrostu obcigzenia:

da,, /do,=L,/(2E), da, /do,= L,/ E.

Wartosci obciazen w poszczegdlnych krokach zdefiniowano jako funkgje poczatkowej granicy

plastycznosci o), w nastepujacy sposéd: Ry =5/2A4,0,, By =17/54,0,. Te dwa obciazenia

przyjeto z warunku zapoczatkowania uplastycznienia odpowiednio prawego i lewego preta.

Korzystajac z wyrazenia (6b) sformutowanego dla odpowiedz systemu mamy:
Var(a),, = (L, /(2E))’ -Var(a,), Var(a),, =(L,/E)*-Var(c,).

Whiosek: W zgadnieniach nieliniowych fizycznie losowe parametry odpowiedz systemu konstrukcyjne-

go zaleza od poziomu uplastycznienia i poprzedzajacej go historii parametrow wejéciowych.

6. Uwagi i wnioski

Szacowanie analizy wrazliwosci konstrukgji jest jednym z podstawowych krokdéw w stochastycznej
metodzie elementow skonczonych,

Metoda perturbacji (réznic skonczonych) nie wymaga znajomosci modelu elementu skonczonego,
lecz jest mato dokladna oraz kosztowna (czasochtonna). Dlatego w miar¢ mozliwosci nalezy staraé
si¢ stosowacé metody analityczne: metode sprzezong lub bezposredniego rozmiczkowania. Jest to istot-
ne z powodu wielokrotnego obliczania wrazliwosci (petla w petli) przy szacowaniu niezawodnosci
stochastyczng metoda elementdw skonczonych,

Zarbwno w metodzie sprzezonej jak i bezposredniego rdzniczkowania kor;ieczna jest maﬁomoéé
jawnych wyrazen na sily resztkowe i macierz sztywnosci stycznej w celu analitycznego obliczenia
pochodnych pod catkami i uzupetnienia programéw obliczeniowych MES,

"W problemach geometrycznie i fizycznie nieliniowych najbardziej przejrzysta metoda obliczania

wrazliwosci systemu jest metoda bezposredniego rézniczkowania,

Formuty na obliczanie wrazliwosci konstrukgji otrzymujemy przez formalne rézniczkowanie sit reszt-
kowych: w przypadku systemdéw geometrycznie nieliniowych tylko sit resztkowych ,,0dejscia” od
polozenia rbwnowagi (1); natomiast w przypadku systemow fizycznie nieliniowych dodatkowo sit
resztkowych ,,odejscia” od powterzchni plynigeia (12b), -

W przypadku elementéw izoparametrycznych wrazliwos¢ ksztattu systemu konstrukcyjnego nalezy

szacowaé metoda kontroli objgtosct.

br?

43



~ Literatura
[1] Arora].S., Lee TH,, Cardoso J.B.: Structural shape sensitivity analysis: relationship between material
derivative and control volume approaches, AJA4 J, 30, 1992, 5.1638-1648

[2] Chodor L.: Stochastyczna metoda elementow skdhczonych w zgadnieniach losowej mechaniki kon-
strukeji, Materialy XXXIV Konf. Naukowa KILiW PAN i KN PZITB, Tom 1: Teoria Konstrukdj,
Krynica 1988, s. 151- 156,

[3] Chodor L. Discretisation of Structures in the Stochastic Finite Element Method, Proc of Sc Conf, "
Computers Methods in Mechanics", Szczecin-Swinoujscie 1991,

[4] Der Kiureghian A, Lin H-Z., Hwang S.-J.; Second-order reliability approximations, Jowrnal of
Engng. Mech, ASCE, 113(4), 1987, 5. 1208-1225

(5] Hasofer AM, Lind N.C.: Exact and invariant second-moment code format, Journal of Engng.
Mech., ASCE, 100(1), 1974, s. 111-121.

[6] Liu WK, Besterfield G.H., Belytschko .T.: Vanational approach to probabilistic finite element, J.
Engng. Mech,, 114(12), 1988, s. 2115-2133.

[7] Madsen, H. O., Krenk S., Lind N.C.: Methods of structural safety, Prentice - Hall, Englewood CIiff,
N.J, 1986

[8] Michaleris P., Tortorelli D.A, Vidal C.A.: Tangent operators and sensitivity formulations for transient
non-linear coupled problems with applications to elastoplasticity, Int.J NumerMeth.Engng., 37, 1994,
$.2471-2499

[9] Vidal C.A, Haber RB.: Design sensitivity analysis for rate-independent elastoplasticity, Comput.
Methodss Appl. Engrg., 107, 1993, 5. 393-431.

[10] Zienkiewicz O.C., Taylor RL. : The finite element method Vol. 1., McGraw-Hill, London,
1989/1990

SENSITIVITY ANALYSIS OF STRUCTURES
IN THE STOCHASTIC FINITE ELEMENT METHOD

Summary

Sensitivity analysis of structures in the stochastic finite elements method has been examined.
Sensitivity analysis is a relatively new field, in which variations or derivatives of state fields are found due
to variations in the design parameters. The position of sensitivity in the stochastic calculations has been
show when estimating Hasofer-Lind reliability index and developing limit-state function into Taylor
senes. Three methods of sensitivity calculation have been examined: the finite differences method, direct
differentiation and the adjoint method. The most popular techinques currrently employed in senistivity
analysis are based on the finite difference method, but in this paper the method of direct differentiation
useful in basis parameters history dependent linear problems has been studied.

An example of the estimation of response variation in a simple plastic non-linear system has been

included in the work.
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