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ANALIZA WRAZLIWOSCI KONSTRUKCJI
W STOCHASTYCZNEJ METODZIE ELEMENTÓW SKONCZONYCH

l. 'Vpl'owadzenie

W stochastycznej metodzie elementów skonczonych (Hasofer, Lind (1974) [5], Madsen i.in.

(1986) [7], Der Kiureghian i.in. (1987) [4], Liu i in. (1988) [6], Chodor (1988, 1991) [2,3] itd.) mozna

wydzielic trzy podstawowe zagadnienia:

• dyskretyzacje losowego pola konstrukcji, obciazen i kinematycznych warunków brzegowych na

stochastyczne elementy skonczone [7,3],

• aproksymacje powierzclmi odpowiedzi konstrukcji w przestrz~ni zn1iennych losowych i poszu­

kiwanie wrazliwosci odpowiedzi na zmiany parametrów losowych w ustalonym punkcie [2, 4, 8],

• przeprowadzenie procedury optymalizacji w celu oszacowania niezawodnosci w punkcie aproksy­

macji Levi'ego (punkcie obliczeniowym) ([4] i. in.).

W niniejszej pracy zajmiemy sie metodami wyznaczania v,'T'azliwoscikonstrukcji na losowe

zmiany parametrów wejsciowych. Szczególna uwage zwrócimy na sposoby obliczania wrazliwosci

sprezysto-plastycznych systemów nieliniowych, niezbedne w analizach stanów granicznych.

2. WnlZliwosc konstl'Ukcji w stochastycznej metodzie elementów skoilczonych

W celu usytuow,ania analizy v,Tazliwosci w stochastycznej metodzie elementów skonczonych

rozpatrzmy ró\Vnanie równowagi konstrukcji w przestrzeni wejsciov-'Ychzn1iennych losov,ych X (np.

obciazenia, ksztahu konstrukcji, stalych materialowych itd.) ) i zaleznych od nich losowych odpowiedzi

systemu a(X):

q;(a(X),X) = O. (1)

Wspólrzedne wek.1ora qJ sa silanii resztkowymi (Zienkiewicz, Taylor (1990)[10]).

Na zn1iennych systemu konstIUkc)jnego skonstruujmy funkcjonal opisujacy powierzchnie graniczna
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g = g(a(X), X) =0, (2)

Po przeprowadzeniu transfonnacji Y = T[X] wektora losowych skorelowanych zmiennych

X o dowolnym rozkladzje prawdopodobienstwa do nieskorelowanych zmiennych Y o standaryzowa­

nym rozkladzje nonna1nym ,otrzymamy nowa powierzchnie graniczna:

G(Y) = g(r' et» = o, (3)

W teorii niezawodnosci zmienna losowa G, przyjmujaca wartosci dodatnie w bezpiecznych

stanach konstrukcj~ nazywa sie zapasem bezpieczenstwa. W punkcie y(i) obliczmy indeks niezawod­

noscij3(i) zdefiniowany jako stosunek wartosci oczekiwanej E(G(i) = G(y(i») zapasu bezpieczen-

stwa cli) ijego odchylenia standardowego ~Var(G(i» (pierwiastka z wariancji):

(4)

Oszacowanie indeksu (4) jest istotnym problemem w teorii niezawodnosci, poniewaz mozna udowodnic

(Hasofer,Lind (1974) [5]), ze jest on dobra miara niezawodnosci konstrukcji w najbardzjej prawdopo­

dobnym punkcie zniszczenia, to jest w punkcie y(.) w któl)'1n (4)· osiaga minimum

y(.) = (y(i): p(i) = min) "

Rozwinmy wyrazenie na zapas bezpieczenstwa G w szereg Taylora wokól puru..1u y(i) :

(5)

W celu obliczenia parametrów statystycznych zapasu bezpieczenstwa ograniczmy sie do dwóch

pielWSZYchwyrazów rozwiniecia i zastosujmy operator wartosci oczekiwanej w st9suru..'Udo (5):

(6a)

Var[G(a, y)]:::: VG(a(i), y(i»T . Cov[y]. VG(a(i), y(i» , (6b)

W wyrazeniach (6), pozwalajacych wyzanczyc indeks niezawodnosci, wystepuje gradient zmiennej G

\lG(a, Y) = [aG, oc ,..., OC]Tar. a~ aYM
(7)

Zwrócmy jeszcze uwage, ze w celu oszacowania parametrów statystycznych odpowiedzi

a(Y(X» rozwiniecie w szereg Taylora najlepiej prowadzjc wokól punk.1u oczekiwanego zmiennych

wejsciowych X(i) = E[X] [2], czyli wokól zerowych wartosci zmiennych standaryzowanych

E[y] = y(r) = o. W tym pfZ)l)adku nie sa potrzebne iteracje w celu poszukiwania punk1u aproksy-
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macj~ a uzyskane wyniki beda lepiej aproksymowaly statystyczne parametry odpowiedzi.

3. OSL'lcowaniegradientu powierzchni granicznej

Okreslenie gradientu (7) zmiennej G moina otrzymac, rózniczkujac równanie (3) wzgledem

wektora zmiennych wejsciowych Y, w postaci:

V'G(a, Y) = (ag. da + ag) .(ay)-lDa dX DX ax
(8)

(9)

w tym równaniu pochodne czastkowe ~ / óh , ag / DX oraz jakobian av / ax sa wielkosciami zna­

nymi, natomiast d a/dX nalezy wyznaczyc numerycznie.

PodstaWOll'J711 problemem analizy wrazliwosci jest wiec wyznaczenie pochodnej da / dX , ~.

niejawnych zmian odpowiedzi systemu da wywolanych przez zmiany zmiennych wejsciowych dX.

W ogólnosci istnieja trzy metody rozwiazania tego problemu: metoda ró=nic SkOllczonych, metoda

zmiennych ~przezonych oraz metoda be=po~redniego ró=niczkowania.

Metoda róznic skonczonych jest prosta w implementacji numerycznej, lecz w praktycznych za­

gadnieniach nieliniowych niedokladna. Róznica pomiedzy metoda sprzezona i bezposredniego róznicz­

kowania polega na innym zapisie i wynikajacych stad innych algorytmach numerycznych obliczania ilo­

czynu ag / Da . da / dX .

W metodzie sprzezonej (pomyslanej jako uproszczenie bezposredniego rózniczkowania w

przypadk.ll malej liczby funkcji celu w zagadnieniach optymalizacji) niewiadoma jest iloczyn

Dg, / Da . da / dX , a nie wrazliwosci odpowiedzi da / dX . Metoda ta jest efektywna w przypadku

malej liczby funkcjonalów odpowiedzi i niezaleznosci da / dX od poprzednich kroków przyrosto-

. wych.

W pracy zajmujemy sie problemem geometrycznie i fizycznie nieliniowym. W tym przypadku

bardziej uzyteczna i bardziej przejrzysta metoda jest metoda bezposredniego rózniczkowania (Vida1,

Haber (1993) [9], Michalelis i inni (1994)[8]).

4. Obliczenie wrazliwosci metoda bezposredniego rózniczkowania odpowiedzi systemów zalez­

nych od czasu w procedmze przyrostowej

Obliczenie wrazliwosci odpowiedzi systemu metoda bezposredniego rózniczkowania odbywa

sie równolegle z detenninistyczna procedura przyrostowa:

Kr ·oa = -'Y(aJ) I aJ+1 = aJ +oa

gdzie: K T = a'Y / aa -macierz sztywnosci stycznej, oa - przyrost odpowiedzi systemu, 'Y - sila
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(10)

resztkowa odpowiadajaca poziomowi odpowiedzi systemu a f ' J -krok iteracji wewnatrz przyrostu N .

Zaleznosc (9) uzyskano po rozwinieciu (l) w szereg Taylora wokól punktu a f i zachowaniu w rozwi-

nieciu czlonów piezwszego rzedu (Zienkiewicz, Taylor (1990) [10])

Po obliczeniu pochodnej czastkowej sil resztkowych (l) wzgledem k-tej zmiennej bazowej X k

jako funkcji zlozonej, otrzymamy formule do wyznaczania wrazliwosci da / dX k w postaci:

da a'PKT,--=---,
dYk aXk

z prawa strona a'P / aXk nazywana wek10rem pseudo-obciazenia. W obu fonnulach (9) i (10) vvyste-

puje macierz styczna K T .

4.1. Geometrycznie nieliniowe sformulowanie

W zagadnieniu geometrycznie nieliniowym wek10r prawych stron w formule (10) zalezy od

wrazliwosci w poprzednim krok'Uprzyrostowym N-l zgodnie z zaleznoscia (Michaleris i. in. (1994) [8]):

(I l)

Pochodna (da) N _} / dY k W równaniu (11) jest znana z poprzedniego kroku, a ta szacujemy z kolei

na podstawie pochodnej (da) N -2 / dX k z kroku wczesniejszego. Postepujemy tak, az do poczatko­

wego przyrostu.

4.2. Geometrycznie i fizycznie nieliniowe sformulowanie

W problemach nieliniowych fizycznie w miejsce jednego równania równowagi w postaci sil

resztkowych (1) wprowadzamy dodatkowe równanie powrotu do pO'v.ierzchni plyniecia w punk.1ach

calkowania numerycznego. Taki sposób postepowania jest efektywniejszy od dodatkowego uwiklania

równan równowagi (1) przez zwiazki fizyczne. Powstaly uklad równan mozna zapisac w postaci:

'P(a,K{a») = O,

F( a , K ( a») = O ,

(I2a)

(12b)

gdzie: K - wektor "stalych" materialowych wyznaczony w punkcie calkowania Gfussa, F - wektor

"odejscia" od powierzchni plyniecia (analogia do sil resztkowych 'P wyznaczajacych "odejscie" od

polozenia równowagi).

Pochodne czastkowe sil resztkowych (l2a,b) wzgledem k-tej zmiennej X k otrzymujemy po-
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(13)

przez rózniczkowanie ich jako funkcji zlozonych. Niejawne pochodne dKl dX k wyznaczane z prze­

rózniczkowanego równania (12b) wynosza:

dK (8F)-1[8F da 8F ]dX k = - 8K 8a . dX k + 8X k I

gdzie 8F / 8K jest zaleznym operatorem stycznym uzywanym w poditeracji metody Newtona-Raphsona

uzytej do wyznaczenia przyrostu odpO\viedzi OK. Pochodna dKl dX k nalezy traktowac jako zalezna

wrazliwosc odpowiedzi systemu, poniewaz zgodnie ze wzorem (13) zalezy ona od pochodnej

da / dX k'

Podstawiajac równanie (13) do przerózniczkowanego równania (12b) otrzymujemy nastepu­

jaca wyrazenie na nieza1ezna wrazliwoSC odpowiedzi

[8\l1 8\l1 (BF)-18F] da [8\l1 aG (8F)-1 8F]8a - 8K . 8K 8a' dX k = - 8X k - 8K' 8K 8X k •

(14)

Po wyznaczeniu da / dX k z róvmania (14), zalezna pochodna dKl dXk jest obliczana ze wzoru (13).

W przypadk'U, gdy wyrazenia (13) i (14) sa zaleine od poprzedniego kroku przyrostowego w

celu obliczenia (da) N/dX k' ( dK) N/dX k , wyrazamy pochodna (dK)N/dX k W zaleznosci od

(da) N/dX k' poprzez zrózniczkowanie ró"mania (12b) dla N, tzn.

Rózniczkujac równanie (12a) oraz uwzgledniajac (15) otrzymujemy:

[(8\l1) N (8\l1)N .(BF)NJ-1 (8F)N]. (da)N =(8a) N (8K) N (8K) N (8a) N dXk

_(_C 8_'P_l-,-N__(_da_)_N__I +_(_B'P_)N_. _(d_K)_N_-I+_(8_'P_)_N(8a)N_I dXk (8K)N_I dXk 8Xk (16)

(8'P)N .(8F)NJ-I( (8F)N (da)N_I + (8F)N (dK)N_l + 8F J].(8K) N ( 8K) N ( Ba) N -I etxk ( 8K) N-I dX k 8X k

4.3. Metoda kontroli objetosci w analizie wrazliwosci ksztaltu systemu

Sposród dwóch metod do wyznaczenia wrazliwosci ksztaltu konstrukcji: metody pochodnej

materialnej oraz metody kontroli objetosci - wykorzystano metode kontroli objetosci. Arora i in. (1992)
,
~..
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[1] porównujac obie metody, v.ykazali ich równowaznosc: v.yrazenia otrzymane przy zastosowaniu

metody pochodnej materialnej mozna uzyskac bezposrednio z koncowego v.yrazenia metody kontroli

objetosci. Istotne róznice wystepuja w sposobach implementacji numerycmej obu met9d. W metodzie

kontroli objetosci wszystkie wyrazenia i calki sa najpietw transformowane do pfZjjetej (ustalonej) konfi­

guracji odniesienia (Vidal, Haber (1993)[9]). Takie odwzorowanie jest standardowym odwzorowaniem

izoparametrycmym w metodzie elementów skonczonych. Jakobian tego odwzorowania odgrywa pod­

.stawowa role w transformacji rozpatrywanych pochodnych i calek Ten sposób podejscia pozwala na

bardzo prosta interpretacje wyrazen wrazJiwosc~ co ulatwia implementacje numerycma (Vidal, Haber

(1993) [9]).

5. Przyklad

Al

-I· P,

~

---1-

Os=acujmy wariancje pr::emies=c::ania preta .\pre::;'.s1o­

plastyc=nego poka::anego na 'ys. J.

Pret v.ykonany jest z materialu ze wzmocnieniem z

funkcja plyniecia Y = a pl - (a y + kEepl) i stowa-

Rys. l.

rzyszonym prawem plyniecia, gdzie a y jest poczatkowa

granica plastycmosc~ E modulem Younga, k wspól­

czynnikiem materialowym (k= 1/4), a pl , epl - inten-

sywnoscianaprezen oraz odksztalcen plastycmych. Zachodzi LI / L2 = 2, A2 / Al = 2.

PfZjjmijmy, ze jedyna losowa zmienna wejsciowa do systemu jest poczatkowa granica pla­

stycznosci X = a y .

Wariancje przemieszczenia a punktu przylozenia obciazenia oszacujmy przy zalozeniu, ze

pret jest v.ykonany z jednego skonczonego elementu stochastycmego z wariancja plastycmosci

Var[ayL a wariancje ta oszacowano na podstawie znanego z badan doswiadczalnych pola losowego

granicy plastycmosci i twierdzen o stochastycmych elementach skonczonych [3].

Rozwazajac ele)nent izoparametrycmy z liniowa,funkcja ksztaltu oraz przeprowadzajac ccJ­

kowanie sil resztkowych (I) w jednym punkcie Gaussa otrzymujemy nastepujace wyrazenie na sily

resztkowe (12a) w srodkowym Wezl(1)4P"/(N) - A 2a 2(N) - Pe,N)= O, gdzie a I' a 2 - naprezenia w

punk1ach calkowania Gaussa odpowiednio w pierwszym i drugim elemencie. Natomiast sily resztkowe

"plastycme" (12b) sa wymaczane w kazdym punkcie Gaussa (u nas sa dwa takie punk..ty) i dla dwóch

niezaleznych wek10rów "stalych" materialowych KI' K 2 . Korzystajac ze wzorów (15) i(I6) otrzymamy
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nastepujace wrazliwosci przemieszczenia a w dwóch krokach przyrostu obciazenia:

da(J) / dery = LJ I (2E), da(2) I der y = LJ / E .

Wartosci obciazen w poszczególnych krokach zdefiniowano jako funkcje poczatkow~ granicy

plastycznosci ery w nastepujacy sposób: F(J) = 5/ 2Ap> F(2) = 17/ 5AJery. Te dwa obciazenia

przyjeto z warunku zapoczatkowania uplastycznienia odpowiednio prawego i lewego preta.

Korzystajac z wyrazenia (Gb) sfonnulowanego dla odpowiedzi systemu mamy:

Var(a)(l) = (LJ / (2E)] ·Var(O'y), Var(a)(2) = (LJ / E)2. Var(O'y).

Wniosek: W zgadnieniach nie1iniowych fizycznie losowe parametry odpowiedzi systemu konstrukC)jne­

go zaleza od poziomu uplastycznienia i poprzedzajacej go historii parametrów wejsciowych.

6. UWHgi i wnioski

• Szacowanie analizy wrazliwosci konstrukcji jest jednym z podstawowych kroków w stochastycznej

metodzie elementów skonczonych,

• Metoda perturbacji (róznic skonczonych) nie wymaga znajomosci modelu elementu skonczonego,

lecz jest malo dokladna oraz kosztowna (czasochlonna). Dlatego w miare mozliwosci nalezy starac

sie stosowac metody analityczne: metode sprzezona lub bezposredniego rózniczkowania. Jest to istot­

ne z powodu ~~e1okrotnego obliczania wrazliwosci (petla w petli) przy szacowaniu niezawodnosci

stochastyczna metoda elementów skonczonych,

• Zarówno w metodzie sprzezon~ jak i bezposredniego rózniczkowania konieczna jest znajomosc

jawnych wyrazen na sily resztkowe i macierz sztywnosci styczn~ w celu analitycznego obliczenia

pochodnych pod calkami i uzupelnienia programów obliczeniowych !\1ES,

• W problemach geometrycznie i fizycznie nieliniowych najbardziej przejrzysta metoda obliczania

wrazliwosci systemu jest metoda bezposredniego rózniczkowania,

• FOn11Ulyna obliczanie wrazliwosci konstrukcji otrzymujemy przez fonnalne rózniczkowanie sil reszt­

kowych: w przypadk'U systemów geometrycznie nieliniowych tylko sil resztkowych "odejscia" od

polozenia równowagi (l); natomiast w przypadku systemów fizycznie nieliniowych dodatkowo sil

resztkowych "odejscia" od powierzchni plyniecia (l2b),'

• W przypadku elementów izoparametrycznych wrazliwosc ksztaltu systemu konstrukC)jnego nalezy

szacowac metoda kontroli objetosci.
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SEN$ITIVITY ANAL YSIS OF STRUCTURES
IN THE STOCHASTIC FINITE ELEMENT METHOD

Surmnary

Sensitivity analysis of structures in the stochastic finite elements method has been examined.

Sensitivity analysis is a relatively new field, in which variations Ol' derivatives of state fields are found due

to variations in the design parameters. The position of sensitivity in the stochastic calculations has been

show when estimating Hasofer-Lind reliability index and developing limit-state function into Taylor

series. Three methods ofsensitivity ca1culation have been examined: the finite differences method, direct

differentiation and the adjoint method. The most popular techinques cumently employed in senistivity

analysis are based on the finite difference metllod, but in this paper the metllod of direct differentiation

useful in basis parameters history dependent linear problems has becn studied.

An example ofthe estimation ofresponse vanation in a simple plastic non-linear system has becn

included in the work.
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