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WS~CZYNNIK BEZPIECZ~STWA KONSTRUKCJI PODDANEJ
WIELOOKRESOWYM OBC IĄi!ENIOM STOCHASTYCZNYM

l. Wprowadzenie

Powszechnie uzna~ (np. 1.2.3'. global~ miar~ bezpieczeństwa
konstrukcji jest współczynnik bezpieczeństwa ~. zdefiniowany jako (lI

~ ~,., /0' • (l)
g 9

gdzie:,., D - wartość oczekiwana i odchylenie standardowe losowego
g 9

zapasu bezpieczeństwa g- R- M ; R. M losowa nośność obciążenie.
Współczynnik ten został wprowadzony jako inżynierska miara bezpie-
czeństwa wYmagająca znajomości w zasadzie tylko dwóch pierwszych momen-
tów statystycznych losowYch własności konstrukcji i obciążenia. Warun-
kiem bezpieczeństwa konstrukcji jest: ~ > ~d' gdzie ~d je'st dos-uez cze I>
nym współczynnikiem bezpieczeństwa podawanym w normach (ZwYkle ~d - 3).
WSPÓłczynnik ~ stosowany jest w miejsce prawdopodobieństwa zniszczenia•PC' Miary ~ oraz Pr mogą być wzajemnie przeliczone.

Wprowadzone przez Hasofera i Linda (lI (1974) uogólnienie WSpółczyn-
nika bezpieczeństwa konstrukcji ~ na wielOwYmiarową ,:rzestrzeń losową
nie ujmuje sytuacji. w których obciążenia konstrukcji są zależne od
czasu. Zawodzi również w przypadku systemów modelowanych układem szere-
gowYm w sensie teorii niezawodności.

W celu oszacowania współczynnika bezpieczeństwa konstrukcji pod ob-
ciąieniami zależnymi od czasu. Grigoriu i Turkstra (2) (1979) korzysta-
ją z teorii przekroczeń granicy przez losowY ciąg lub proces stochas-
tyczny. Stosują metod. Rackwitza (1976) aproksymacji dowolnego nie-gaus-
sowskiego rozkładu ekwiwalentnym rozkładem normalnym.

Kiureghian 131 (1980) podaje sposób szacowania niezawodności kon-
strukcji poddanych kombinacji obciążeń. z których każde modelowane jest
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procesem kwadratowych fal Poissona lub filtrowanym procesem Poissond.

Chodor (4)(1988), (5)(1989) proponuje stochastyczną metodę etement6~

sAońCzonych do szacowania parametr6w losowych odpowiedzi złożonych
konstrukcji inżynierskich. W oryginalnej wersji metody. można uwzględnić
losowe niedoskonałości konstrukcji poddanej losowym obciążeniom
niezależnym od czasu. Nie dostosowywano metody do szacowania wsp6łczyn-
nika bezpieczeństwa konstrukcji.

W niniejszej pracy zaproponowano sposób szacowania parametr6w loso-
wych odpowiedzi oraz współczynnika bezpieczeństwa konstrukcji poddanych
obciążeniom zależnY.m od czasu. Podobnie jak w [2,3,6) ciągły proces
stochastyczny obciążenia zdyskretyzowanO po czasie ciągiem zmiennych
losowych. Obciążenia długotrwałe opisano asymptotycznym modelem teorii
wartości ekstremalnych, natomiast w stosunku do obciążeń krótko-
trwałych zastosowano podejście Kiureghiana (3). WYznaczona wartość
oczekiwana oraz wariancja stochestycznego procesu obciążeń może być
podstawą szacowania: 1) losowych odpowiedzi konstrukcji przy użyciu sto-
chastycznej metody element6w skończonych, oraz 2) współczynnika bezpie-
czeństwa poprzez dopasowanie zastępczego rozkładu normalnego.

W celu skupienia uwagi na metodyce wyznaczania parametrów losowych
odpowiedzi i współczynnika bezpieczeństwa konstrukCji poddanych stochas-
tycznym obciążeniom, do analizy nie włączono aspekt6w kombinacji obcią-
żeń i przyjęto szczeg61~, liniową postać powierzchni granicznej.

2. StOChastyczny model obciążeń

Zał6żmy, że parametryzowane czasem t~O, obciążenie konstrukcji jest
procesem stochastycznym Set), generowanym przez ciąg niezależnych zmien-

• • 5 t

nych losowych S ,S " .,S (rys.1) o jedna-s 2 n

kowych dystrybuantach brzegowych Fs (s) i
jednakowym deterministycznym okresie trwa-
nia Ts.Czas eksploatacji konstrukcji T-nTs
można utożsamiać z liczebno~cią n ciĄgu S,

Konstrukcja w okresie eksploatacji
ulega uszkodzeniu, jeżeli obciążenie prze-
wyższy losową nośność R, to znaczy jeśli

set)

S 2

I~I
Rys.1

M,,· max(Ss' S2"'" S,,) > R. (2)
Zmienna losowa M" ma dystrybuantę

G (S)K Pr{M S s} - Fn(s), dla ~ < s < ~ . (3)
n n S

oraz wartość oczekiwaną p • EH i wariancję q2. VarM . Zmienna ta, w tym
n n n n

jej asymptotyka była badana przez wielu autorów (np [3,6,7,8).
Ponieważ w stochastycznej metodzie element6w skończonych [4,5), wyma-

gana jest znajomość dwóch pierwszych moment6w statystycznych obciążeń,
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więc zajmiemy się oszacowaniem ~" oraz 0" zmiennej M" w przypadku
obc iaż eń długotrwałych (n.•00 ) oraz obc iaż eń krótkotrwałych (n « 00 ) .

W celu oszacowania m" oraz 0" obcia:Łeń długotrwałych ,wykorzystamy na-
stępujące twierdzenie asymptotycznej teorii wartości ektremalnych [7,8):

Je~eU. istniejq ciqtfi starych norm:ujqcych a >0. b • ~ 1. takie ~e

lim PrIM ~ a + b x} - lim Fn(a + b x)- G (x)
""00 "" " ""00·" " ., (4)

w ptmJo.tach ciątfłości dystrybv.anty tfranicznej G., to z
liniowej zmiany artftim9ntv.x, dystrybv.anta G. mo~e by~

trzech postaci:

doAradno~cią do

tylko jednej z

1)

2)

3)

A(x) - expo { -e-x} dla -<X>< x < 00 , (Sa)
-Q~Q(x}- exp{ -x } dla ~ 0,

~ (x) - exp{-(-x)Q} dla x< O,
Q

Jeśli, istnieją granice

Q-const >0 (Sb)
t

Q-const >0 (Sc)

lim
n-+<J<)

EH
n

a
n

b
"

- IJ*
M Zlim Var n

0*
,,"00 b

"
O ~ b"o•."

(6a.b)

to dla du*ych n mo*na przyjąć, *e
(7a.b)

W monografii Resnicka [8) pokazano sposób w jaki nale*y wybierać stałe
normujące i warunki przy których istnieją granice (6).

Następujące twierdzenie, jest wnioskiem z Tw.2.1 Resnicka [8J.
00

Jeśl i dystrybv.antą tfraniczq G (3.) jest A <Sa). oraz f x2G (dx) < 00, to
" -<X> "

~.__ rIt> (1)- c, o: - rlZ) (1)- [rlZ) (l)Jz - nZ/6, (8)
tJdaie rdC><l>.k=t .2. jest Jt-tą pochodną 1v.nJ<.cji tJamtnCt w ptJMcie x=1.
natomiast C= 0.5772156649 ... jest stałą Ev.lera.

Podobne twierdzenie mo*na r6wnie* sformułować, gdy dystrybuantą
graniczną G" jest ~Q (Sb) lub ~Q (x) (Sc).
Przykład 1. Asymptotyczne parametry cią(Jtiniezale*nych obciążeń 5.,52",
o jednaJtowym rozJtradaie normalnym z warto~cią oczeAiwanq I.l i wariancją o.

Dystrybuantą graniczną zmiennej M jest A (Sa), a stałe normujące
n

mo*na przyjąć w postaci [7,8):
b -o(21ogn)-l/z., a - ~+o{ (2logn)l/Z_ O.S(loglogn +log4n)/(2Iogn)l/2}. (9)
n "Asymptotyczne parametry zmiennej M" oszacujemy ze wzorów (7) przy wy-

korzystaniu (8).
W celu oszacowania /.In oraz CI" obciażeń krQtkotrwałych można również

zastosować aproksymację wyrażoną wzorami (6).
Niechaj stałe normujące będą równe wartości oczekiwanej i odchyleniu

standardowemu jednej ze zmiennych S, tworzących losowy ciąg obciążeń

a - ES. - /.I,
n ,

b - T Var S. - o." ,
(10)
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Wówczas można dobrać ~. oraz c. w zależności od natury i czasu trwania
stochastycznego procesu obciĄżeń. W praktycznie ważnych przypadkach
procesów gaussowskich. a także procesów Poissona obliczanie tych
parametrów może być sprowadzone do skutecznego numerycznego całkowania.
Kiureghian [31 podaje wykresy ~. oraz c. dla' procesu kwadratowych fal
oraz filtrowanego procesu POlssona przy lognormalnym i gamma rozkładzie
prawdopodobieństwa.
Przykład 2. Parametry ~* oraz c. dla stcu:jon.arn.stroproces'U tra.~soll)skietro

o skończonym czasie trwani.a T Cdta. obci~żeń krótkotr~ych).

Stacjonarny proces gaussowski stosowany jest jako model ciĄgłych ob-
S 2D ci~żeń ( Bołotin (1969). Bosshard

(1975) ). Na rys.2 pokazano prze-
1.6

6'.--- __ ~O.,

O1~2~-::!S~IO~)I-T-!XJ";---1;;lfXJ~-"S()()~I&o

bieg ~. oraz c. w funkcji iloczynu
vT . gdzie v jest wYznaczan~ eks-1.2

6e0.8 perymentalnie ~redni~ licz~
przekroczeń wartości oczekiwanej w
jednostce czasu. a T jest czasem
działania procesu obci~eń. Wykres
otrzymano przez numeryczne całko-
wanie funkcji g.stości procesu.

Rys.2

3. Parametry losowych odpowiedzi konstrukcji

Parametry statystyczne odpowiedzi złożonych konstrukcji poddanych
stochastycznemu procesowi obciążeń można oszacować przy użyciu sto-
chastycznej metody elementów skończonych. Wartość oczekiwanĄ ~n oraz
wariancję CZ obci~żenia należy przyjmować na podstawie formuł (7).

n

Zasada metody oraz budowa algorytmów numerycznych pozostaje nie
zmieniona w stosunku do opisu zawartego w pracach [4.51.

4. Współczynnik bezpieczeństwa konstrukcji w świetle stochastycznego
procesu obci~żeń

Nierówność (2) opisuje obszar stanów bezpiecznych przy szczególnej
postaci powierzchni granicznej g danej prost~

g- R - M-O.
n

(11 )

gdzie R-g.(~) jest nośności~ konstrukcji. Nośność jest nieliniową funk-
cj~ g. wektora ~ losowych własności konstrukcji. Przyjmijmy. że w trak-
cie analizy nośnoŚci konstrukcji poddanej działaniu ustalonej konfigu-
racji nielosowYch obciążeń. wyznaczono gęstość rozkładu f.(R} losowej

2nośności R. w tym jej wartość oczekiwaną ~. oraz warianCję c.'

Dla normalnie roZłożonych i losowo niezależnych R i M zachodzi [1.21
ro
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-~~- ~ (-p,), lub (12)

~ - IJ /0 - (IJ -IJ )1 Ioz+02 (13)g g • n • n

gdzie ~ jest standaryzowan, dystrYbuant, normain,.
Obliczeniowa nośność R oraz obliczeniowe obci••:tenie M wYznaczone wo _

punkcie styczności prostej granicznej (11) z odpowiedni, warstwic ••
ł,cznej funkcji gęstości rozkładu f(R,Mn) , wYnosi

R - M - ( IJ + IJ (o /0 )2)/(1+0 /0 )z . (14)
o ",O • n • n • n

Poniewa:t N oraz Mn nie maj•• rozkładów normalnych, więc prawdoPodo-
bieństwo zniszczenia

P -, 00

1 - f f.(r) Gn(r) dr
-GO

Typy asymptotycznej
(15)

mo:!:na wYznaczyć numerycznie. dystrybuanty , G
n

wYra:!:onowzorami (5).
W praktyce zamiast obliczania Pr (15) indeks ~ wYznacza się z (13)

dla parametrów IJx.' 0x. (X.- R, Mn) zastępczych rozkładów normalnych
aproksymuj,cych rozkłady oryginalne. Zastępcze średnie IJx• oraz odchy-
lenia standardowe o . mo:tna oszacować bazuj••c na: l) równości zast.p-x. _
czych i oryginalnych średnich i odchyleń standardOwYch IJx.-lJx.' 0x,-ox,
( Hasofer-Lind (l) (1974», 2) lokalnego porównania dystrybuant oraz
gestości zastępczego rozkładu normalnego i rozkładu oryginalnego w
punkcie obliczeniowym ( Rackwitz-Fiessler (1978), 3) lokalnego porów-
nania dystrybuant , g.stości oraz pochodnych gęstości zastępczego trój-
parametrowego rozkładu normalnego i rozkładu oryginalnego w punkcie
obliczeniowym ( Chen-Lind (1983». Metody uszeregowano według wzrasta-
j,cej dokładności aproksymaCji współczynnika bezpieczeństwa ~.

Mo:!:nazaproponować równie:!:inne sposoby doboru rozkładu zastępczego.
by!e lepiej prZYbli:!:Yćwspółczynnik bezpieczeństwa ~. Bior,c pod uwag.
wYsok, niezawodność konstrukcji budowlanych. a tak:!:e zastosowania w
praktycznych obliczeniach. proponujemy następujĄCY algorytm:
1. Z formuły (12) wYznaczyć pierwsze przybl i:!:eniepunktu ob liczeniowego
(R.M )sdla oryginalnych parametrów rozkładów. Wartość oczekiwa", IJ orazn o ,..
odchylenie standardowe o maksimum procesu stochastycznego obci••:!:eń

n

nale:!:yprzyjmować według zasad opisanych w p.2.
2. Punkt porównania (R.Mn). dystrybuant oryginalnych i zastępczych
przesun,ć w stronę obszaru zniszczenia R.=R%(l-x) , M .-~ (l+x).

o n.. "600

WSpółczynnik dopasowania x nale:!:ywcześniej wYznaczyć w trakcie prac
studialnych dla szeregu najczęściej spotykanych rozkładów nośności oraz
obci,:!:eńi dla przyjętego sposobu dopasowania rozkładów.
3. Obliczyć zastępcze parametry rozkładu normalnego z równań
wYnikaj,cych z przyjętego sposobu dopasowania. Mo:!:na przyj,ć na
przykład, że wartość oczekiwana lub odchylenia standardowe obu rozkładów
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są jednakowe. a brakujący parametr wYznaczyć z lokalnego porównania
dystrybuant w punkcie wYznaczonym w kroku 2.

5. Uwagi wnioski

Parametry losowYch odpowiedzi oraz wSpółczynnik bezpieczeństwa
konstrukcji poddanych działaniu obciążeń zależnych od czasu można
szacować w sposób pokazany w pracy.
W analizie.probabilistycznej konstrukcji można przyjąć. że obciążenia są
skalarną zmienną l~sową o parametrach odpowiednio dobranych w zależności
od czasu trwania procesu obciążenia. Zaproponowane formuły asymptotyczne
pozwalają oszacować dystrybuantę. wartość średnią oraz odchylenie
standardowe maksimum procesu stochastycznego obciążeń długotrwałych.

Współczynnik bezpieczeństwa konstrukcji można oszacować na drodze
numerycznego.całkowania. lub według zaproponowanego algorytmu dopa-
sowania zastępczego rozkładu normalnego.
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THESAFETY INDEX OF STRUCTURES UNDER MULTIPERIOD STOCHASTIC LOADS

Swnmary

This papers shows a technique ot estimating random parameters ot
responses and satety index ot structures under time-dependent loads.
Asymptotic tormulae ot estimating the distribution of the maximum of the
stochastic process of long-term loads are proposed. Furthemore. an
algorithm of adjusting a substitute normal distribution is suggested tor
estimating the satety index of structures.


