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~CISł:.YELEMET SK~CZONY PRĘTA CIENK~CIENNEGO O PRZEKROJU
ZAMKNIĘTYM W ZAGADNIENIACH STATYKI I STATECZN~CI

l. Wprowadzenie

Teoria prętów cienkościennych zaproponowana przez Własowa [l] i
rozwinięta przez Kolibrunnera i innych [2.3] jest dziś powszechnie
akceptowana w zastosowaniach teChnicznych.

Sformułowanie macierzowe MES dla prętów cienkościennych o przekroju
otwartym podał po raz pierwszy Krajcinowic (4](1969). Kawa i [5](1973)
podjĄł próbę analizy prętów o przekroju zamkniętym. w których istotny
wpływ na odkształcenia ma moment giętno-skrętny. Zaproponował procedurę
iteracyjnĄ. wYkorzystujĄc macierze sztywności wYprowadzone dla prętów o
przekroju otwartym.

W pracach (7.9] zastosowano teorię Kollbrunnera [2.31. w której
paczenie przekroju poprzecznego opisuje się przy u~yciu funkcji paczenia
e. będĄcej uogólnieniem jednostkowego skręcenia przekroju. W Świetle
takiego podejścia teoria prętów cienkościennych o przekroju otwartym
jest przypadkiem szczególnym teorii prętów o przekroju zamkniętym.

Gunnlaugsson i Pedersen (7] (1982) uzyskujĄ niejawne wYra~enia na
liniOWĄ macierz sztywnOŚci pręta o przekroju zamkniętym. ,uwzględniajĄC
odkształ cenia styczne wywoł arie sił ami poprzecznymi.

Chen i Hu (9) (1988) uZY6kuj~ jawne wYra~enia na liniOWĄ macierz
sztywności pręta o przekroju zamkniętym. aproksymujĄc funkcję kształtu
skręcania wielomianem trzeciegO' stopnia.'
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W niniejszej pracy wyprowadzono jawne wyrażenia na macierz geomerycz-
ną (i macierz liniową) sprężystego elementu cienkościennego o przekroju
zamkniętym. Przyjęto ścisłą funkcję kształtu skręcania z rozwiązania
równania różniczkowego. zamiast przybliżania jej funkcjami aproksymu-
jącymi. Wpływ momentu giętno-skrętnego na odkształcenia uwzględniono
zgodnie z teorią Kollbrunnera. t~k więc prezentowane rozwiązania dotyczą
zarówno prętów o przekroju zamkniętym jak i otwartym CZy mieszanym
(otwarto-zamkniętym) .

W celu ułatwienia studiowania tekstu. ujęto w ramki te wyrażenia.
które są specyficzne dla prowadzonej analizy i nie występują lub wystę-
pują w innej postaci w klasycznej analiżie prętów o przekroju otwartym.

2. Pole przemieszczeń i odkształceń elementu cienkościennego
o przekroju Zamkniętym

Pole przemieszeń punktów przekroju pręta opiszemy w prawoskrętnym
układzie współrzędnych (x.y.z). Oś z jest linią środków ciężkości. Na
Konturze pręta wprowadzimy prawoskrętny. lokalny układ współrzędnych
(n.z.s). gdzie s jest bieżącą współrzędną linii śrOdkowej konturu .nato-

miast n jest osią nor-

u środka ciężkości
e

przemieszczenia Y. i w. środka zginania • w następująCY sposób:

UD u -y" ( x'cos~ -Y'sin~) - w" (Y'cos~ + x'si~) -~.c • • ~

/
x cose-y sin~

Rys.1

y= y - (x-x ). (1-cos~) - (y-y )·si~.•• •
w· w - (y-y ). (l-coB~) + (x-x )·si~.•• •

x

malną do linii środko-
wej w punkcie bieżącym.

Punkt na linii środ-
kowej przekrOju dozna-
je przemieszczeń linio-
wych u. Y. w odpowied-
nio wzdłuż osi z.x.y
oraz obrotu o' kąt ~
wokół środka zginania S
(x .y ) .Przemieszczenia• •liniowe można wyrazić
poprzez przemieszczenie

oraz

(la)

(lb)

(lc)

Zależności (la.b.c) wyriikają ze związków geometrycznych. zilustrowanych
na rys.l. Symbolem ()' oznaczono różniczkowanie po z. Funkcja paczenia 9
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zastępuje jednostkowY kĄt skręcenia ~' , wYstępuj~cy w analizie prętów o
przekroju otwartym, Główną wBpółrzęd~ wYcinkową w punktu na linii

•~rodkowej przekroju motna zapisać w postaci w-Jo(h-~/t)ds, gdzie t jest
~rubością ścianki , h odległością środka zginania od stycznej do linii
środkowej, a ~-Tb·t/(G·~') jest funkCją skręcania proporcjonalną do
~aprę~eń stycznych Bredta Tb zale~~ tylko od geometrii przekroju [9)
G jest modułem Kirchoffa) ,

Skończone odkształcenie normalne c
Z2

wzdł~ osi elementu wYnosi:

cEZ- u'+ł'{ (u')2+(V' )2+(W' )2} , (2)

Po podstawieniu przemieszczeń (1) do wYra~enia (2),rozwinięciu funkcji
trygonometrycznych w szereg Taylora, pominięciu wYrazów rozwinięcia
trzeciego i ~szych rzędów a ta~e pominięciu (u')z, otrzymujemy
formuły na część 'liniową C,·, i nieliniową C'ZI odkształcenia c :

zz :n: tz

'11 ~e •. u' - v"'x- w" 'y- (a,) " •
zz c. • (3a)

C'ZI. v"'~'y- w'"f/> ' x + (v' -v -w' -x )'~'+
zz. • • • • •

Liniowa część odkształ ceń stycznych r wywoł anvch skręcaniem wYnosi:
tIZ

(4)

przy CZym przemieszczenie w kierunku stycznym do konturu wYnosi {a -h(s)
·~(z). przemieszczenie (paczenie) wzdł~ osi pręta wYnosi u· -t.>(s)·e(z).
Poniew~ zachodzi /Jw/bs - h-~/t, to (4) mo:tna przepisać w postaci :

(5)

Poniewa:t odkształcenia styczne wywołane siłami poprzecznymi są
pomijalnie małe w smUkłych belkach (spełniających zało:tenia analizy
prętów cienkościennych), to w prowadzonej analizie przyjęto, :te
odkształcenia (5) s, całkowitymi odkształceniami postaciowymi, Składowe
tensora odkształceń r6:tne od & (3) i r (5) sa. zerowe lub pomijalniezz _

mał e, Przy jęto więc: &_ -&nnzy •.••=Y en=0.

3, Równanie prac wirtualnych i r6:i:.niczkowerównanie stanu
dla elementu cienkościennego o przekroju zamkniętym

Zasadę prac wirtualnych
nap~:i:eniami poc~tkowymi

<& '+ (2)odks2tał_c.enia &lj·&~f &Lj'

dla ciała o objętości V i pOWierzchni S z
Wl t h0ij' przy skończonych przyros ac

l
, U.l. (Zlprzem1eązczeń '\ .nap~:teń 0ij-c>'ij +<7i.j
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mierzonych od stanu odniesienia. można zapisać w postaci [4J:

6W. (-J(0'.6C .. + 0'(0)6 C(Z»dV) ·.óW . (-Ją.OU.dS).
ł.nl ,"J \.J ,\.J I.J oxl \. \.

V S

(6)

gdzie indeksami (1) oznaczono części liniowe a indeksami (2) części
nie l i niowe przyrostów tensor6w odkształ cenia i .naprężenia.

Pracę naprężeń na wirtualnych odkształ ceniach oWi.nt (6) w
cienkościennym elemencie długości l o przekroju zamkniętym oszacujemy
przy pominięciu jako małych: ni e l f ndowvch odkształceń postaciowYch oraz
pominięciu członów ·~szego rzędu niż drugi w iloczynie 0'..oc .. :

'J 'J

O'( • ) = E& ( .) T ( • ) =Gr (S·) i. Ot<a , b)
ów. ~r(0'(i)6&(·) +O'(0)6c(2)+'I"'i)61"i» dV zz' ·z,.· z.. ze·

Lnl j zz zz zz zz 82 az
V

l

=J { u~EAu~
O

+ ÓW" EJ W., + óv" EJ v:: + [69' EJ 9 'l +
• xa 8 ye ww

+1r~J(09'9 - 6tfJ'9 - ó9·tfJ')

+ 6tfJ' [ Nr2 + M (z)f1 + M (z)f1
• ,x x y y

+ l/-ł 6tfJ'GJtfJ') +

+ B (z)f1 ]tfJ' - ów' 'M (z)tfJ+C&) C&) 8 Y (7)

ov~'M" (z)tfJ - ów~Nx.tfJ' + óv~NYetfJ'- 6tfJ"V<Z)wo" +

+ 6tfJ M,,(z)vg" - ótfJ'Nxaw~ + otfJ'Ny.v~ + óv~Nv~ + ów~Nw~} dz.

+

\vyrażenia zawieraja.ce 0"0.) za.sta.pionozz
.'3iły osiowej N. momentów zginaja.cych M

y

po przekształceniach

M" oraz bimomentu BC&)
symbolami

N =,f O' dA,. zz M =f O'Y A zz C'zz
·:j·stępujące w formule (7) CharakterystYki geometryczne:

,)bl iczane sa. w ukł adzie głównych. centralnych osi bezwładności dla gł6w·-
nvcri wspÓłrzędnych wYcinkOwYch. Spełnione są więc następuja.ce warunki:

fAX dA - f,.Y dA ~ f AC&)dA c f,.y'C&)dA - fAy-xdA - f,.x-wdA = O.
We wzorze (7) wprowadzono oznaczenia:

- moment bezwładności czystego skręcania
- kierunkowy moment bezwładności,

~= 1- J/lp - współCzYnnik spaczenia.

f1 =1/ J -f (x2+y2) -wdA. f1 --2- x +1/ J •f (x2+y2) 'xdA.'
W (,.)W A x. yA

~ = -2'Y + l/J -f (x2+yz)·YdA - ramiona asymetrii.
y 8 X A

r2_J + J T A- (x2+ y2) Kwadrat promienia bezwładności
e x y ••
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/ G·J
.; J.J E'J

ww
Pracę sił zewnętrznych na wirtualnych przemieszczeniach w

- giętno-skrętn'a charakterystyka przekroju .

elemencie
cienkościennym można zapisać w p.ostaci:

l

óW••" l = J {ÓUp'l.: + ÓWp'l" + ÓVp
qy + ócf> ml + ów~m" +óv~mY~EpbJ} dz (8)

o
gdzie indeksem p oznaczono przemieszczenia w punktach przyłożenia
zewnętrznych obciążeń q .q ,q wzdłuż osi Z.X .•y. momentów zginających

z x y

m,,' my wokół osi x i v . moment6w skręcających ~ oraz bimomentów b
w

'

Równania różniczkowe Eulera-Lagrange'a dla stanu równowagi,
~~nikające z równań (6) przy uwzględnieniu (7), (8) są następujące

(EA'u l' + q - O.c z
(EJ w" )" - (M t/»' • + (Nx.4>')' (Nw' )' - q + m'· O,x • y o y "
(EJv")" + (My4»,• (Ny.t/>'l' - (Nv' )' q + m'· O,

" •. ,. " y

(9a)
(9b)

(ge)

(GJ/ ll-J.J)· [-</>" + 1-'9' J-{ [N'r: + f-t" (z) '~", + 1\ (z ) '~y + BwlZl '~wl4>'} + (9dl

+ M"v~' - (Ny.v:)' l>lyw~' + ( Nx.w~)· - m
l

= O.

EJ 9"- b =0.
W (v (ge)

4. Funkcje kształtu dla przemieszczeń w eLemenc ie cienkościennym

Funkcje kształtu dla kąta skręcenia przyj,,,to z roozwiązania równań
("d,e) przy pominięciu wPływu sił przekrojo'Tych na przemieszczenia:

p:+ 1-'9'~ G. (k
2
/ (1-I-') (-<'-' + e) - e" :=Q]

Rozwiązanie układu równań różnicz-

/'

Rvs.2.

(lOa.b)

kowreh (10) można zapisać w postaci:

4>{z)= F1sinhkz+ F2coshkz+ Fgkz+ F4'
9(z)='k//-l lFLcoshkz+ F2sinhkz+ Fgi-'l.

lub sf0rmułować macierzowo:
4>(z)= ~T.W '~. 9(z)= BT.~ '~

q q
(lla.bJ

gdzie: --C_, ,9. ,~,,9, }T,
l \. J J T

1~={sinkz.coShkz.Kz.1) .
E=k/W {coshkz,sinhkz./J. O} T~

'I'
F={F~ .Pz' F•• F.} .

o. wspcłrzę1n(, wektora 1T
q

wynikają z

zależno~ci F=IT .~ .
.- q

Funkc j e kształtu przerr.:ieszczeń liniowych aproKSYlnOWa;-;o wr e Iomi enemi :
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l','Zemieszczenia u (z) funkcj~ l ini~. zaś przemieszczenia -w (2) i v (z)
c • •

funkcjami trzeciego stopnia :
u (z)- ~T·U w (z)- IDT.W
c •

v (z)- IDT.y.. (12a.b.c)
Tgdzie : U- ( ui.' Uj) •

~* { l-z/l. z/l }T.
ZZ /1-''/'/ lz }T •

Na rys.2 zilustrowano stopnie swobody końców i. oraz j elementu
kościennego. które zestawiono w wektory U. V. W (12) oraz wektor § (11).

cien-

6.Macierz sztywności elementu cienkościennego o przekroju zamkniętym

Równanie równowagi cienkościennego elementu skończonego moż na sformu·"
ol: ować w postac i

K·q-S.

,idzie K jest macierzą sztyWności zawierajĄcĄ część l iniow-""
·;zna.. q jest wektorem przemieszczeń węzłOwYch . S wektorem
\.Tych. Równanie (13) mo:!na rozp isać nast.pujĄco:

S
z

S
y

S
x

H

K o I~.
symetrycznie -

O K o+K ozz zz

O O K o+K o
99 8.

O J( o KO ~ +Ko
.•z ••9 .... ....

(13)
i geometry-
sił węzło'

u

v

W

I
~

(14:'

Sa{S. S,}T. S-es, D S D}T S {S D S D }T.
z lO' ZJ y y,' yi.' yj' yj • x= xi.' x i.' xj' xj •

T
H={Dzi.' Bl.' Dzj' Bj} .

Podmacierze maCierzy K opatrzono górnym indeksem "o". gdy nie zależa,

.z i e

"',rl sił przekrojowYch (macierze sztywności liniowej). Natomiast górn"
indeks "o" oznacza zale:!:ność od sił przekrojowYch (macierz geometryczna),

Macierz sztywności wYprowadzono przy uwzględnieniu wYra:!:eń (7) oraz
(8) a t akż e funkcji kształ tu (11). (12). Przy wYprowadzeniu wzorów N.

macierz geometryczna. przyjęto. ż e siła osiowa N jest stała. a momerit.;
zginajĄce M . M i bimoment B zmieniajĄ si. liniowo wzdłu:!: długościx y

elementu . Podmacierze macierzy K mo:!:nazapisać w postaci :
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1'( a_T'II'[Nr2K +(M . ~ +~4 q • a X~ x

K o = N K22 es

Myi~Yi+ B(,)i~,_,)(K.-Ka)+(M .~ +M .~ .+B .~ )K -]T .(15e)
- XJ x YJ YJ WJ (,) aq

K o. Ny -x +T'I'o [M . o (K - K ) + M .oK] C15f ,g).2 • 9 q X~ ~o ~~ XJ ~~

K o,,_Nx -x -T'I'o[M o(K - K ) + M OK] (15h.i)
•• • 9 q_ yó. ~o· ~~ yj ~~

gdzie:
'I' 'I'

Ks- JID"~"dz . Kcs- JID'~' dz
'I' 'I'

K7- J~'~' dz • KB- Jz/I ~'~' dz
'I' 'I'

K = r~~,. dz K. JZI I ~~" dz- so J' , " •

Macierze pomocnicze K do K oraz T moż na uzyskać w postaci jawnej.~ u q _

Siły węzłowe SI. od obci~~eń skupionycn przyło~onych w wę~le o numerze
L i punkcie przekroju P o współrzędnych (x .Y.w) "•.ynos~

p p p

F.-{F. ,F. ,M .+x F_•• F •• M:...+y F •• M -(y -ys)F .+(x -x ir .B +w F }T.•.• z_ x_ Y_ p _ Y_ _ p z_ 121. P x_ P • yL <oli.. P d.

Dodatkowe podmacierze macierzy geometrycznej wYnikające z przyło~enia
~~~i~~cnia rozło~onego lub skupionego poza linią środków zginania prze-
krojów elementu można wYprowadzić równie:!:z równania- (6). Podmacierze te
nole~y dodać do tych wYrazów na głównej przek~tnej macierzy sztywności.
kt.óre odpowladaji\ stopniom swobody skręcania.

7. Uwagi i wnioski

Zadanie wariacyjne dla pręta cienkościennego o przekroju zamknię-tym
(ij,;)żnasformułować. przy uwzględnieniu wpłyWU momentu giętno-skrętnego no
odkształcenia. w sposób pokazany w niniejszej pracy.

Funkcje kształtu dla nieswobodnego skręcania elementu cienkościennego
można przy j~ć z rozwiązonia ukł adu równań ró~n.iczkowYch Eulera-
Lagrange'a. wYnikających z zasady prac przygotowanych. Takie ujęcie
pozwala uzyskać macierz sztywności w postaci jawnej.

Analizę dokładności uzyskiwanych rozwi~zań nale:!:yprzeprowadzić przy-
najmniej w dwóch kierunkach: 1) dokładności proponowanej aproksYID4cji
funkcji kształtu dla skręcania. 2) wpłyWU momentu giętno-skrętnego na
odkształcenia prętów cienkościennych o przekroju zamkniętym. W-pierwszym
przypadku rozwiązania mo:t:no porównać z rozwiązaniami podanymi przez
Chen-Hu (9j (1988). uzyskanymi dla problemów statyki
funkcji kształtu skręcania wielomianami. Natomiast w
rozwiązania można porównoć z· anali~ Nishino i

przeprowadzo~dla problemów stateczności pOCZĄtkowej.

przy aproksYID4cji
drugim przypadku
in. 112] (1985).
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ACCURATE FINITE ELEMENT OF THIN-WALLED BAR OF CLOSED CROSS-SECTION
IN STATIC AND STABILTTY PROBLDIS

Summary

A variational problem for a closed cross-section t h in-we Ll ed be r i s
fo:rmulated ,tal<ing lnto account thę effec-t of tne secondary shear streas
u••der the condidtion of re;3trained torsio!). The shape function ot
warping torsion th i n-wa Ll ed ber ls obt e i ned from the s c lu t i on of V.e
Euler-Lagrange differential eguations. Thes e €:quations are WTltten on
t he be s i s o f t ne virtual d i sp Le cemerrt principle. The f or'mulea for t.he
stiffneS3 and geometrie matrlx are presented. Components ot the these
matrix would be obtain in the explicit form i5 possible to obtain.


