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1. ¥prowadzenie

W pracy przedstawiono podstawowe réwnania kontynualnej teorii
sprozystosdcei w ujeciu macierzowym. Przez teorilt: kontynualng rdzum.te-
sig nauke ustalajaca prawa mechaniczne, rzadzgce cialem zajmujgcym'
obszar wypeiniony ciagle materia /continuum matex'-ialnym/

Réwnania mechaniki ciala stalego poyszechnie zapisywane sa w
konwencji tensorowej [1 2 3] Zapis macierzowy staje sig praktyczny
Przy numeryczne] analizie, zwigzanej z dyskretnym podziatem obszaru
ciata nz pewne podobszary /metoda elementdéw skoriczonych/ 1lub dys-
kretyzacja réwnai rzadzacych tym ciatem /metoda réznic skoficzonych/.
W niniejszej pracy zaproponowano formalny sposéb ujecia ukiadéw ré=
wna©i rézniczkowych teorii sprezystosci w réwnania macierzowe, Ogra=
niczono si¢c do zagadnigé statycznych. Podobne przedstawienie rév=-,
nan cal:towych teorii sprezystosci oraz zagadnien dynamicmych nie
powoduje wir kszych trudnosci.

Przyjeto nastgpujace oznaczenia (;jak W pracy [4]):

jednokolumnowa macierz /wektory/ oznaczono za pomoca klamrowych

nawiasdéw ' ' '

T
{(1}:-((11 ,az' ...._’an)
macierz, majqeq wiecej niz Jedna kolumng i wigcej niz Jeden
wiersz /niekoniecznie kwadratowa/ za pomocg nawiaséw kwadratowych

[CP] =(?" 1 Prz s "Pm)T
@mfi(PMZ1 ----- .CPmn



Symbol T oznacza operator transpozycji macierzy. W ten sposdb
wdrézniono jedno= i wielokolumnowg maclierz, co wprowadza pewng jas-
noéé przy odczytywaniu zapisu.

Rozwazane cialo zamurzone jest w 3 wymlarowej przestrzeni eukli
desowej, z bazg'w kartezjariskim ukladzie wspéirzednych Xqs Xy X3i
Symbolem 9; oznaczono operator rézniczkowania po zmienne] xg 3 3{‘

Yoxs

Xi*
2, Zagadnienia brzegowe teorii sprezystosci
2+1+ Statyczne i kinematyczne warunki brzegowe

Niech'M begdzie punktem w obszerze ' zajetym przez ciaio i v
ciggls powierzchnia przechodzgeg przez M 1 rozdzielajaca V na
cze Sci V1 i .Vz. Mozna quazaé, 2e /przy niektérych zatozeniach tzn
pominieciu dziatajacych na ' rozlozonych par /dziaZanie V, na V,
charakteryzuje sie gestoscig sit {p/r,n/] -.fp,, Py p3}T, przy czym
wektor {p} zalezy od wektora wodzacego r punktu M 1 wektora
normalne) zewretrznej {n} = {n1, N, nz}r zgodnie z zaleznosciag

[S){e} ~{p}=0 (1)

T
gdzie: {6} = {8“ " 622 5 6'35 > 612 ,6’23 ,631} Jjest welttorenm naprg-
zai /tutaj wspdirzedne macierzy napreZei zapisano w postaci wektora
0 1lofci M= (n/n + 1/ s 2) elementéw, n- wymiar przestrzenijf

[S]=[n0 0 m 0 m,
' 0o M0 =My My 0
0O 0 mny 0 M M,

Jesll powierzchnia 1% staje ‘si¢ powlierzchnia 2Z ograniczcjzca cia-
o o objgtosel V, to réwnznie (1) stanpwi zapis statycznych warun-
kéw brzegowych, gdzie {p] Jest ggstoscia powierzchniowezo obciaze=
nia ciaa na Ep /cz258¢é povierzehni 2 ma ktorej zndane sy statycz=-
ne warunki brzegove/. ' '

Kinematyczne warunki brzegowe zadane sz na cz:éci  powierzchni
zewrtrznej ciata 2, (Z=2, +2P) s Jedli

{U}z:{uc’} ; (2
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gdzie: {u} = {'U-f yUs 1{5} jest wektorem przemieszczei , nato-
miast u,°] Jest dana wartosécig tego wektora dla okreslonego punktu
Zu .

2:2: Réwnania Naviera'i. Cauchy’ego

1}
Dla quasistelycznych 'zadari- réwnanie réwnowagi Naviera [_1 ] mozna
przedstawié¢ w postaci:

- [H]{6} +3{x}=0 @
gdzie [H] ',jest operatorem rézniczkowym,.{)(} wektorem sil masowych:

[H]=]o, 0 0 3,0 85| , {X}= [x],
0 80 3 80 4,

natomiast § ggstoscig cia¥a /dla melych przemieszezed ©=Q,, przy;
czym zwykle zaklada sig eo’-" 1, przyjmujac 2e w nieodksztalconym
ciele materia? ma stala gestosé/. ’

Vektor naprezenia {6} mozna roztozyé na dewiator {6‘0} i.aksje-

tor {6} : '
{6} = {65} +{6,}
gazie: {6p}={6,~6m , 6,6y , 03370m », 6,6, ,6,, ¥

{6a}={6m , 6m , 6, y0,0,0}" ;
36m=611+622+633 s .

Gradient wektora przemieszczeri mozna roziozy¢ na tensar obrotu
i tensor matych deformacji. Tensor malych odksztaicel przedstawmy

w postaci wektora odksztaXcen {E] ={€'|1 1€221€43 :-7-8,2,2,823,_263,}‘!.
Wéwczas réwnanie Cauchy’ego mozna wyrazié zaleznoscig: ,

- {ey=[b]{u}, ‘ %)
gazie: [D] = [u]" , natomiast {U} ={u,, u,,u;}7 Jest wektoren
przemieszczen,

. Wektor {8} ={ €y €22 ,€88 + &4 ,Epq, 631} rozlézmy na de-
wiator {’ED} i eksjator {64} :



{E} = {{59}‘*'{35} )

sizter {€o) = {en-¢nm €227 Em) g3~ 1€ €pq 3631}1-3
{EA}:'{E';'L?SMI&“L)O,O,'O}T! |

3Em= En* €t Egy - M

2:3: Zwiazki konstytutywne

Jedli rozpatrywa_é izotermiczne procesy, to mozna przyJjaé ; 2e
{8} jest operatorem {8} /1udb procesu odksztaicen/ [2]':

{6}=F{e}, (5)

gdzie: ? Jest pewnym operatoren,
W przypadku procesu izotropowego, Jjednorodnego, odwracalnego i

liniowego zachodza zaleznosci J _
{GA} = 3K {GA} /pravo zmiany obi;tosci/, (6)
{6’0} = 2G {Eo} /pravo zmiany postaci/, (7)

gdzle:G'}b-!-ﬁ-;—,] t W*q_izg‘ sg stalymi materiaowymi,
(E, Y = moduz Younge i wspéiczynnik Poissona ).
Prawo Hooke a mo2na réwniet przedateavdé w postacl [-2] t

{8}=[E]l{e}, (8)

gizie: [E]= -R+9,H A a o o °-|
’ A Atdu A .0 o 0

A A Atu o o g

0 0 -0 * 0 o

Y '0 0 o & o

L% % o 0 0

As® 'E//ﬂ"'y)ﬂ-ZV) ' 4%G - uspéiczynnikd Lamego. B
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2:4; Sformuowanie zagadnienia brzegowego
teorii sprezystosci /ZBTS/

Réwnania (3), (4) oraz (8) wraz ze statycznymi (1) i kinematy-
cznymi (2) warunkami brzegowymi stanowig zagadnienie brzegowe 1i-
niowe) teorii spreZystosci, _
lMozna udowodnic, Ze istniejg jednoznacznie okreslone wektory {6’} -
{€} 1 {u} spetniajace te réwnania.

34 Metody rozwigzywania ZBTS

3:1s ﬁozwia;zanie w przemieszczeniach
lub napr¢zeniach

Réwnania ZBTS mozna sprowadzié do postaci w ktérej niewiadoms
bedzie tylko wektor przemieszczed- {u} + Zalezno$ci te, zwane TGw-!
paniami Lamego, otrzymuje sie¢ podstawiajac (8) do (3) i korzystajac
z (4) . Dla o= 1 mamy:

[L]{u} +{x}=0 (9

gazie: [L]=[H][E][D]= (A+w) 3:' 9,9, 88, + V2 Iq 00
'32.31 a:' _ o, - 010

9,9, 28 &2 0 0f

: 2
(v= 312 + 9, + 3; - jest operatorem Laplace’a) .
Je$li statyczne (1) 1 kinematyczne (2) warunki brzegowe wyrazi='
my przez przemleszczenia: '

{ul|g,={u} , [SH{ZE@Hublls ={r}, (0

to révman:lg (9) wWraz z (9&) stanowig' sformulowanie ZBTS w przemie=
szczeniach, .

Dla ZBTS w naprezeniach, tj., gdy w (2) przemieszczenia wyra=-
Zone s przez naprgzenia {u_({&})] mozna zredukowaé réwnania (3), (B)i
(8) do postaci zawierajgcej tylko nieznany welktor {6} /réwnania
Beltramiego-Michella/i Uzyskuje si¢ to eliminujac {u} z (4 po-
. przez mnozenie obu stron tego réwnania przez pewien operator o~
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zniczkowy. Do takiej postaci réwnania podstawia sie (8) i wykorzys-

#tujac (3) otrzymuje

[]te} (8101 =0, (0)
gaztes fB,J=v2[{ +A[a 28 0 0ol
1 O 1+ @ & 0 00
1 & ¥ 0 00
O f N 3383 0 0 O
1 %8, 833% 0 0 0
1] 3343393 0 0 0
[8,]= [25, 0 o +-1_1"$ 3 3 2
203 0 O 3 9 9
-8 8 0 0 0 O
0 B3 8 0 0 0
3 0 B 0o 0o o] B

ZBTS wyrazone réwnaniem Lamego (9) lub réwnaniem Baltramiego-
Michella (10) mozna rozwiazaé metoda réznic skoriczonych, metodami
iteracyjnymli, w tym szybkobieing metods stopniowych przyblizen czy
metodg llonte Carlo,

342 Metody wariacyjne

Jesli istnieje potencjar ¢ , taki ze

6}~ He)=8§ o
to rozwiazenie ZBTS w przemieszczeniach sprowadzz si¢ do  okresdle~-
nia punktéw stacjonarnodci funkcjonatu Lagrange a i

ST =38(Wp-L)=0 , (12)
gdzie: W = !@({u]:) dy - praca sit wewngtrznych

¥ ' .
L = !Q{X}T{U}d"f‘* {p}T{u}dZ- praca si* zewr trznych
Jesli operator }‘-'({ '(-{g}) jest po"tencjalny, to rozwigzanie
ZBTS w naprgzeniach uzyskaé mozna przez voszukiwanie takich {6‘}, na
ktérych realizuje sie minimum funkcjonaiu Castipliano TI*
ST* =§(W%-L*)=0 , (1)

‘gizie: W% "!c}’({ﬂ)dv ,
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L% ;( [S1{6})T{} dA

Dla ciat liniowo sprgzystych zachodzi §*= é s /Estodé  energii
komplementarne] jest réwna gestosei energii potencjalnej/.

Punktéw stacjonarno$ci funkcjonatdéw Lagrange’a czy Castigliamo
/1lub Reissnera/ poszukuje sie metoda Ritza, Fitonienko-Borodicza ,
Galerkina-Pietrowa, Bubnowa=Galerkina, najmniéjszych kwadratéw 1lub
Kantorowicza=Leibnitza, .

Rozwigzmy na przykiad plerwsze ZBTS metodg Ritza, W tym celu
zaxézmy, ze wektor przemieszczenia dowolnego punktu ciata mozna Wy =
razié liniows kombindcja funkeji dopuszczalnych ?(ﬂ/ﬁinkc:]i Ritza/

- Uy(T) = ‘?{o('f') + % q’q (r) ay

gdzie a, s3 stalymi wspéiczynnikami; Réwnanie (14) mozna  zapisad
w postaci macierzowe] .
{u}=IN}{a}-

Réwnanmia Cauchy’ego (&) przyjma postaé

{e}=[R}a} 5 ([R1=[DI[N]).
Staze {a} wyznaczymy z warunku stacjonarnosci funkcjonaiu Lagrarge’a
(12) , wiedzac ze: '

Wp = {@dV=%{{eyTe}dv = § [{a]IRI{6}av
L = {e{uf(Xpav + f{uf"{p}az= [e{al INI{x}dV *

+£{a}T[N]T{ p}ds.

‘Rézniczkujac (12) po {a}T otrzymamy algebraiczne réymanie macie =
rzowe do wyznaczenia wektora {a}:

[k}{a} ={FR/} +{Fs} R

gdzie:
(k1= [RITEILRIGY,
{F\,}——-‘EQ[N]T{X}dV,
{ Fz}=i[N]T{P} dz . W
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4, Podsumowanie

Przedstawione ujecie réwnani kontymalnej teorii sprezystosci w
formie macierzowej stanowi usystematyzowanie i uzupeinienie repre-
zentacji macierzowej tych réwnani spotykanej w literaturze., Konse=
.kwentne i spéjne macierzowe sformitowanie podstawowych réwnai. po=
zwolito na otrzymanie rozwigzad ZBTS bez uciekania gig do zapisu
tensorowego.Zapis macierzowy ma eéwidentns przewage nad zapisem ten-
sorowym, gdy stosujemy metody komputerowe obliczeri.

Zaproponowam reprezentacje macierzowg da sie rozszerzy¢ ha ca=-
13 lMechanikg Ciata Odksztaicalnego,.
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MATRIX FORMULATION OF BOUNDARY PROBLEM OF
LINEAR THEORY OF ELASTICITY

Summary

Trdis work presents an matrix representation of equations of
‘linear theory of elasticity., lethods of solving boundary problem of
theory.-of elasticity has shown. One exampl is given.



