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UJĘCrE fł'lACIERZCME ZAGADNIEl'UA
BRZEGO\•••.EGO LINIOWEJTErnII SPREżYSTOSCl

1. Wprowadzenie

i'i pracy przeds'tawf ono podsta\'lowe równania kontynualnej teorii
sprężys'toścf 'fi ujęciu macder-zowym,Przez teorię kontynualną rozumie-
się naukę ustalającą prawa mechaniczne, rządzące ciałem zajmującym'
obszar- "'YPełniony ciągle materią / continuum mate:r:.ialnym/.

Równania mechanrkt ciała stałego powszechnie zapisywane są w
konwenc.u. tensor-owaj ~ ,2,3J. Zapis inacie~zowy staje ~ię praktyczny
przy numerycznej analizie,' zwf.ązane j z dyskr-etmympodziałem obszaru
ciała na pewne podobszary /metoda elementów skończonych/ lub dys-
kretyzacją r'ćwnań rządzących tym ciałem /metoda różnic skończonych/.
\./ niniejszej pracy zapr-oponowanoformalny sposób ujęcia układów ró-
Imań r-ćżru czkowych teorii sprężystości \'1 równania macierzowe. Ogra-
niczono się do zagadnięć statycznych. Podobne prz~dstawienie rów-,
nań ca Łkowychteorii sprężystości oraz zagadnień dynamicznych nie
po,.••oduje \'tif!kszych trudności.
Przyjęto następujące oznaczeni.a (jak w pracy [4]):

jednplrolum..110\'1ąmacierz fwektoryf oznaczono za pomocą klamrowych
nawf.a sów

{aJ-(ai JQ11 ..... ~an)T
macierz, mającą więcej niż jedną kolumnę i więcej niż jeden,

"liersz fniekoniecznie kl"adratowąf za pomocą nawiasów kwadratowych

[q>] = (~11 l 'ł'i2 l • . .• '<P-to) T

. ą>mf' 'Pm2. I ..•.. , <pmo
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Symbol T oznacza operator transpozycji macierzy. \'1 ten sposób

~dró~niono jedno- i wielokolumnową macierz, co wpr-owadzapewną jas-
ność przy odczytywaniu zapisu.

Rozważane ciało zararrzone jest w 3 wymiaro,'/ej przestrzeni eu~
desowej, z bazą' w kartezjańskim układzie współrzędnych ~, x2'~.
Symbolem ai oznaczono operator różniczkowania po~miennej xi : 0i-
S/axle ' .

2. Zagadnienia brzegowe teorii sprę~ystości

2.1. Statyczne i kinematyczne warunki brzegowe

Niech'l'! będzie punktem w obszerze V zajf!tym przez cf aŁo i '"
ciągłą powierzchnią przechodzącą przez M i rozdzielającą V na
części V1 i V2• l'lożna pokazać, że /przy niektórych założeniach 1zn.
pom:l.n1ęoluciziałających na '& rozłożonych par / działani e V2 na V1
charakteryzuje sięsęstością sił {p/r,n/} -f~1' P2' P3}T, przy czym
wektor {J>} zależy od ",ektora wodzącego r punktu H i wektor-a
normalnej ze~trznej {n} = {~, ~, ~} T zgodnie z zależnością

[s]{e} -{p} ~O (1)

gdzie: {6}={6'11 ,622, 6'38) 612l6'23,6S1}T ,jut wel!torem naprę-
żEń /tutaj współrzędne maCierzy napr-ężeń zapisano ,'/ postaci wektora
O lloś~ }.l - (nin + 1/ : 2) elementów, n- wymiar pr~~strzenih

[s]= ['nt O O '1'\.2 O 1\3

J
O 'n2 O ni 'n~ 'O
O o n 3 O n,2 'n.,

Jeśli powierzchnia" stajesiQ powier'zchnf.ą 11 o[Taniczc·.j::cą cia-
ło o objętości V, to równanie (1) stan9,'!i zapf s sbtycznych "/arun-
ków brzego\'rych, gdzie {p) jest gę st.oścfą powf er-zchntowego obciąże-
nia ciała na l:p /część poviierzch!li l:! m której zadane 51 statycz-
ne warunki brzegowe/. • ..

Kinematyczne warunki br'zegowe zadane są na czę ści pow.lerzc'1ni
ze~trznej ciała L:u ( z: = Z u +Lp) , je~li

{U} = {UO} , (2)
Lu.



gdzie: {U}-= {U1 ) Ul, l U,!} jest wektorem przemieszczeń )
miast łUOJ jest daną wartością tegO wektora cUa ·określonegoLu·.

9
nato-

punktu

2.2. R6wnaniaNaviera '1. Cauchy' ego

,
Dla qUasist~cznych 'zadań' rownanie rownowąg1Naviera\ (~] można

przedstawić w' postaci:

[H]{e} + ~{xl=0 (3)

gdzie [H] pest operatoremrożniczkowym,.{X} wektorem s1ł masowych:

[HJ= ~01- 0.0 02 0., a.3] ~ {X}~ {X1} ,
O a2, O d, ~. O X2.
O .O 03 O al a1 x3

natomiast ~ gęstością c1al'a / dla małych przemieszczeń ~= %, przy;
czym zwyk'l,ezakłada się S>o= 1, przyjmując że w nieodkształconym
ciele materiał'ma stałą gęstoŚć/.'

',lektor naprężenia ~6}można rozłożyć na dewiator {6D} i. aksja:-
tor {ElĄ} :

gdzie:

'{e} =: {6'o} + {6'Al '
{5D} ::: f 6"1- O'1l'P 6'22-E>m ) 63~- 8_ ) 6' 6: ~}T

~ ••• ł.Z) 2a) Q31 ,

{ G'A} = f6m .a, l 6'm ,.0) Q', o}T ,

36m~ 6'11 + 622 +633 ••

Gradient wektora przemieszczeń można.rozl.ożyć na tensQl' obrotu
1 tensor małych deformacji.,Tensor małych odkształceń przedstawmy" _. T
~ postaci wektora odkształcen {e} - {€t1 I Cn \e,u I ~t2 ,leu ,,2C3ł}.
Wówczasrównanie Cauchy'ego można wyrazić żależnością: i

. {St =[D]{ti}, (')
gdzie: [D] = r~JT , natomiast {U} = {tJ.

'l
U2 l Ul} T jest wektorem

przemieszczeń •

. '.·!el~tor t€,l= {Bu l 611 l S,,~ , e 12 I S2S ' e311 rozłóżmy na de-
wiator {eD} i e.ksjator {tA} :
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{e} ::::{cD} + {e,d J

gdzie: {SD}:: {Su-Cm ,E.u-C'm'Ć33-Ć~ )C121G23 )Ca1}T,

{€A}~fe,n;ICm)C'IYI.J O ,O,O}T,

3c'lTl.::; c~:-C22. + C33. -••

Jeśli rozpatrywać izotermiczne procesy, to można przyjąć , że
{6} jest operatorem. {e} /lub procesu odkształceń/ [2]:

{e} ==.r{c} , (5)

gdzie: 1 jest pewnym operatorem.
W przypadku procesu izotropo~lego, jednorodneeo, odwr-aca'ł.nege 1

l1nioweeo zachodzą zależności:

{6'A}=3K{eAl
{ 6D~- 2G {Co1

/pra\<lo zmiany objr, toi;cil • (6)

/pra\'ło zm;i.anypOlteci/, (7)'

gdzie: G- [J-- ~ .•.)I) i ~K~1~2)1 są stałymi materiałowymi,
(E •. ~ - moduł YoWlP. i \.,rspółc:tynW.k~oi.sona).

Prawo Hooke a mgłfta równiet prz&c1ate.••.116 w postaci r2] I

{S} e rEJ Ie J • (8)
gdZie: [El ~ ~+2f ·A ~ O O O

i\ . Ąi'~t' .,.\ O O O
"- A l-+~f' O O O
O O ·0 lA O O
O O O O pv O
O O O O O f

~. 1EĄ'+»Xł-2Y) , tf&,-C - ~lspółczynni1a Luego ••

/



11
2.4. Sformułowanie zagadni.t;nia brzegowego

teorii sprężystości /ZBTS/

Ró\ma.nia (3), (4) oraz (8) wraz ze statycznymi (1) i kinematy-
cznymi (2) warunkami brzegowymi stanowią zagadnienie brzegowe li-
niow.ej teorii sprę źysto ści .;
Hożna udowodnić, że istnieją jednoznacznie określone wektory {6'} ł

{el i {u} spełniające te równania;

3. I-ietody rozwiązywania ZBTS

3.1. Rozwiązanie w przemieszczeniach
lub naprężeniaoh

. Równania ZBTSmożna 'sprowadzić do postaci w której
będzie tylko \-/ektor przemieszczeń {u} • Zależności te,
naniami Lamego, otrzymuje 'się pOdstawiając (8) do (3) i
z (4) .• Dla ~o::l 1 'mamy:

nie\'/iadomą ,
zwane rów-:
korzystając

[LJ{u} +{xl = O (9)

gdzie: [LJ=[H][EJ[DJ= (A+cU) a1 a18,2 +cUti1 1 C Oł
:8181

ą2. O 1 O

a3O, a,,~ O O 1
(
' ~ 2. 2-,,= a1 + 82, + 03 - jest opera.torem LaPlace'a) •

Jeśli statyćzne (1) i kinematyczne (2) ~runki brzego\"łe wyrazi-'
my przez przemieszczenia:

{ull~u::{uOJ l rSJ{l(rDJ{uDłl.tp:: {pl, (S:J)

to równania (9) wraz z (98) stano\'łią' sformułowanie ZBTSw przemie-
szczeniach.

Dla ZETS w naprę żeniach ł tj. ~ gdy w (2) przemi eszozen1a wyra";
żone są przez naprężenia {u.({en} można zredukować równania (3), (4h
(8) do postaci zawierającej tylko nieznany wektor {5} /równania
Beltramiego-Nichella!e Uzyskuje się to eliminując {U} z (4l po-
przez mnożenie obu stron tegorównan1a przez pewien operator re.
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żlliczkowy. Do takiej postaci równania podstawia się (8) i WikorZY8-

ottując (3) otrzYJIIlje

. LBJ{6} + [B2Hx} =0 s (10)

gdz1e:fB1J= 9'2 f +-1- a: af a? o o o ,
1 O 1+)) ał a: a} o o o

a1 ą;~ o o '03

O 1 a1a" a,~ ~~ '0 o o
1 asę! 8A~~ o o o

1 a3a, a.sa. ~a, o o o
[B~]= ze, o o .:ł--L at a2 a"1-))2·a" o o 01 al a"

20a o o a, 8:t aj
.~ a. o o o oo 8! ~ o o o
a! o 6.t o o o •

ZBTS wyrażone rćwnaruem Lamego (9)1 lub r-ównanfem Baltramiego-
. I .

Michella (10) można rozwiązać metodą różnic skończonych, metodami
i teracyjnym1, w tym szybkobieżną metodą stopniovrych przybliżeń czy
metodą Honte Carlo.

.
3.2. Hetody wariacyjne

Jeśli istnieje potencjał ~ , taki że

te} - J«ĆJ)= ~ , (11)
to rozwiązanie ZBTS \'1 przemieszczeniach spr-owadza się do określe-
nia punktÓwstacjonarności funkcjonału Lagrane;e' a Tf

On ::: <5( Wp - L) = o , (12 )
gdzie: Wp= J cp({u~dY - praca sił wewnęcr-znych

y T . .
, L = !~\X\ {u1dY+ Hpf{ul~- prac,a sił zewrę tr-znycn

Jesli operator ]'-ł({al)'(-{Ej) Jest potencjalny. to rozwiązanie
ZBTS w naprężeniach uzyskać można przez poszul:hmnie tuld.ch {e}, na
których realizuje się minimumfunkcjonału Castic:li,mo 'J'1'1ł

dTI*=o(~-L")·O ,
.gdzie: \'r"p •• { ~f({6} )dV ,

V

(13)
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L*= ~:[S]{6}?{u1 dA .

Dla ciał liniowo, sprężystych zachodzi ~.=<:P , /f§Gstość energii
komplementarnej jest równa f§Gstości energi'i potencjalnej/ ••

Punkt.ów stacjonarności funkcjonałów Lagrange' a czy Castigliaro
/lub Reissnera/ poszukuje się metodą Ritza, Fiłonienko-Borodicza,
Galerkina-Pietrowa, Bubnowa-Galerkina, najmniej szych kwadratów lub
Kantorowicza-Leibnitza.

Roz\V'iążmyna przykład pierwsze ZBTSmetodą Ritza. Wtym celu
załóżmy, że wektor przemieszczenia' dowolnego punktu ciała możnawy-
razić liniową kombinacją funkcji dopuszczalnych q>(f"J/funkcji Ritza/

,Ui(f')=CP,:o(T')+&q>ij(t).Qj J

gdzie aj są stałymi współczynnikami. Równanie (14) można zapisać
w postaci macierzowej

{ U1= [.N]{a } .
Równania Cauchy'ego (4) przyjmą postać

{ć}=:[R]{a} ,. ([R] =[D][N]).
Stałe {al wyznaczymyz warunku stacjonarności funkcjonału ~e'a
(12) , wiedząc że:

Wp = j~dV::!S{€IT{61dV:: ts {a}T[R]{6}dV,
V . V V

L = '~~{UV{X}dV + HU({p}dE.= I~{a}T[N]T{X}dV+
V V

+ ~ {a~T[N]r{p} d~ .
Różrriczku.jąc (12) po {alT otrzymamy algebraiczne ró.'łlnanie mact e>
r-zowedo wy~naczenia wektora {a}:

gdzie:

Ikl= S [Rt[E](R]dV ,
V

{Fv}= J~[N]T{X}dV,
V

{FE} = J [N]T{p}dl: . •
E
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Przedstawione ujęcie równań kontynualnej teorii spręźystości w
formie macierzo\~ej stanowi usyste~tyzowanie i uzupełnienie repre-
zentacji maci erzo\'lej tych r-ównań spotykanej w literaturze. Konse-
kwentne i spójne' macder-zowe sformułowanie podstawowych równań, po-
zwoliło na otrzymanie rozwiązań ZBTSbez uciekania się, do zapf.su
tensorówego.Zapis macierzowy ma ewidentną przewagę nad zapisem ten-
sorowym, gdy sto suj emymetody komputerowe' obliczeń.

Zaproponowaną reprezentację macder-zową da się rozszerzyć na ca-
łą Nechanikę Ciała Odkształcalnego.
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llJA"TRIXFORHULATIONOF OOUNDARYPROBLErIiOF
LINEARTHEORYOF ELASTICITY

Summary

This wark presents an mairix representation'of equations of
linear theory ot elasticity. Hethoe.s of solving boundary pr-obl.emot
theory-of elasticity has showa. One .exampl 1,8 given.


